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Kapitola 1

Prehled zakladnich vztahu

1.1 Oznaceni dulezZitych veli¢in

intenzita elektrického pole
intenzita magnetického pole
elektricka indukce
magnetickd indukce

hustota naboje

plosna hustota naboju
proudova hustota

hustota plosného proudu
permitivita prostfedi
permeabilita prostredi

T o w9 b

1.2 Maxwellovy rovnice

vV E=" (vSechny naboje) V-D =p (volné ndboje) (1.1)
€o

- OE - . - 9D -

VxB-— foco - = o (vSechny proudy) VxH-— rre J (volné proudy) (1.2)
. - 0B . - OB
V x E+ 5 0 V x E+ T 0 (1.3)
V-B=0 V-B=0 (1.4)
1.3 Podminky na rozhrani dvou riznych prostredi

(52 - 51) -1 = o (volné naboje) (1.5)
(B—By)-ii =0 (1.6)
it x (Ey — Ey) =0 (1.7)
n X ( 7y — ]—71) — K (volné proudy) (1.8)
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Obrazek 1.1: Oznaceni veli¢in na rozhrani.



Kapitola 2

Elektrostatické pole

2.1 Zakladni vztahy
Uloha 2.1 | Formulujte zakladni rovnice popisujici elektrostatické pole.

ReSeni: Gaussiv zdkon

vV E=2L (2.1)
€0
Pole je nevirové, tj. L
VxE=0, (2.2)
a proto mutzeme definovat potencial elektrického pole vztahem
E=-Vd. (2.3)
Dosadime-li (2.3) do (2.1)), dostaneme Poissonovu rovnici
VAR v
€0

kterou obvykle zapisujeme pomoci Laplacetiva operatoru A = V -V ve tvaru

A =L (2.4)
€0
Hledame-li feseni Poissonovy rovnice v urcité oblasti 2, musime stanovit okrajové podminky
pro ® na jeji hranici 0f).
Reseni Poissonovy rovnice, pokud p(r) jde k nule dostateéné rychle pro r — oo, Ize vyjadfit
takto

1 p(r™)
() = / . 2.5
( ) 47T€0 ‘F— T_’7| ( )
Toto Teseni odpovida okrajové podmince & — 0 pro r — oo.
V oblasti, kde p = 0, ptfejde Poissonova rovnice v Laplaceovu rovnici

AD = 0. (2.6)

Hledame-li jeji Tfeseni v urcité oblasti 2, musime stanovit okrajové podminky pro & na jeji
hranici 0€2. O FeSeni Laplaceovy rovnice plati fada vét. Pfipomenme dulezitou vétu, ze Feseni
Laplaceovy rovnice v ohrani¢ené oblasti nabyva maxima a minima na hranici této oblasti.
V elektrostatice vyjadifujeme okrajové podminky obvykle pomoci potencialu. Z rovnice
(1.7) plyne
0P
or

o
L or

)
2

4
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coz je ekvivalentni podmince, Ze je potencidl je vSude spojity, tj.

o, = 9f,. (2.7)
Z rovnice (1.5)) plyne
0P 0P
_ —| =o. 2.
628n2+€18n1 7 28)

0/0T znadi derivaci ve sméru libovolného te¢ného vektoru a 9/0n znaci derivaci ve sméru nor-
maly k rozhrani.

2.2 Metoda nabojového zobrazeni

Uloha 2.2 Kladny bodovy naboj ¢ je umistén ve vzdalenosti a od rovinného povrchu uzem-
néného vodice podle obr. vlevo. (a) Provedte kvalitativni rozbor. Urcete (b) potencial a
intenzitu elektrického pole, (¢) plosnou hustotu néboje na povrchu vodice, (d) celkovy naboj
na povrchu vodice, (e) elektrickou silu, kterou ptisobi vodi¢ na néboj gq.

Obréazek 2.1: Vlevo: Bodovy nédboj ¢ je umistén ve vakuu v bodé [0, a, 0], uzemnény vodi¢ zabiré
poloprostor y < 0. Vpravo: Dva bodové ndboje ¢ a —g jsou umistény ve vakuu v bodech [0, a, 0]
a [0, —a, 0]. Obé zadéani vedou ke stejnému rozloZeni elektrického pole v oblasti y > 0.

ReSeni: (a) Pfipomeiite si pole bodového naboje (vztahy pro E a ®, znazornéni pomoci
silo¢ar a ekvipotencialnich ploch). Jak se zméni toto pole v p¥itomnosti vodice? Nacrtnéte
silocary a ekvipotencialni plochy podle néasledujicich avah.

Elektrické pole kladného bodového naboje zptisobi vznik zapornych naboji na povrchu
vodice, a tedy siloc¢ary vychazejici z kladného naboje ¢ budou vstupovat do vodice. Celkové
pole bude sou¢tem dvou poli: pole vytvofeného nabojem ¢ a pole vytvofeného naboji na
povrchu vodice. V oblasti blizko naboje ¢ je pole od ndboji na povrchu vodic¢e zanedbatelné,
a tedy ptvodni pole se témeétr nezméni. Protoze uvnitt uzemnéného vodice je & = 0 a protoze
potencial je vSude spojity (tj. 1 na rozhrani mezi kovem a vakuem), budou v blizkosti povrchu
vodice ekvipotencialni plochy priblizné rovnobézné s povrchem a silo¢ary kolmé na povrch.

Jaké jsou okrajové podminky tlohy? Na povrchu vodi¢e musi platit

| _y = 0.

Pro urceni podminek v oo si uvédomime, zZe pole naboje ¢ klesd k nule. Totéz musi platit
pro pole naboji na povrchu vodice (plogna hustota téchto naboji bude zfejmé klesat k nule s
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rostouci vzdélenosti od néboje ¢). Proto

P| — 0.

=00

(b) ProtoZe nezname rozloZeni naboji na povrchu kovu, nelze pouzit pfimou integraci
podle ([2.5). Zdélo by se tedy, Ze je nutné Fesit Poissonovu rovnici v oblasti y > 0 a
pouzit zminéné okrajové podminky. Nastésti 1ze Teseni najit jednodussim zptisobem pomoci
metody nabojového zobrazend.

Metoda nahrazuje ptvodni zadani novou ekvivalentni tilohou, ktera vede ke stejnému rozlo-
zeni poli uvniti zadané oblasti. Nova tloha neobsahuje rozhrani a prislusné okrajové podminky
jsou nahrazeny vhodné zvolenymi naboji.

Pro nase zadani je zfejmé, ze ekvivalentni problém je tvofen dvéma bodovymi naboji podle

obr. [2.1] vpravo. Plati tedy

O(z,y,2) q (1 — 1) , (2.9)

471'80

1 T2

= q &l B
7 _ o 2.10
) = (55, 210
= (x,y —a,z), (2.11)
= (x,y + a, 2). (2.12)

Pro kontrolu ovéime, zda je splnéna okrajova podminka na povrchu vodic¢e. Snadno je vidét,
zery =ry proy = 0 a tedy ®(x,y = 0,z) = 0, jak bylo pozadovano. Intenzita elektrického
pole je kolma na povrch vodice (je vidét, ze plati E,(z,y =0,2) = E.(x,y = 0,2) = 0)
qa q
Evly-o 2meg (22 4 a2 + 22)%? 2reoa? (14 p2)*? (213)
, a4+ 2?
P = 5

. (2.14)

(c) Pouzijme 1' Zvolime 7 ve sméru osy y a uvédomime si, ze D; = 0, protoze ve vodici

je £ =0.
q

2ma2 (14 p2)3/?

o(x,2) = Dy - it = eBy(x,y = 04, 2) = — (2.15)
(d) Celkovy naboj @ na povrchu vodife vypocteme integraci hustoty naboje pies cely
povrch vodice. PouZijeme-li polarni souradnice r = v/x2 + 22 a ¢, dostaneme

00 27 o) 27
= q
Q:/adS:/rdr/d¢(a):| r=ap |:/a2pdp/d¢[_ | =
, J dr = adp J ; 2ma? (1 + p?)

o0

ds

=1 qan =0
1

s =14 p?
ds = 2pdp

__q/ pdp
_ 78 =
0 (1+p%)

Tentyz vysledek 1ze obdrzet tivahou pomoci Gaussovy véty elektrostatiky (provedte sami).
(e) Ze symetrie vyplyva, Ze sila je rovnobézna s osou y. Podle Coulombova zdkona ptisobi
elementarni naboj o(z, z)dS na naboj ¢ silou, jejiz prumét do y je dan vztahem

IR 1 o(r,z)dSqa 1 o(x,2)dSqa 1 —q*dS
YU dmeg (22 + a2 + 22)¥% dmeg a3 (14 p2)Y? dmeo 2mat (14 p2)°
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Pro celkovou silu plati

2

_ —2 T od
F_/dF /apdap/dqsh - ]:4‘12/ L T
" meo 2mat (1 4 p2)° meoat S (14 p?)

—® T ds - 1 —q

- 4drega’ / 283 drega 4 47?50(2a)

s:l—l—p 2

ds = 2pdp

Stejny vysledek bychom snadno obdrzeli pomoci ekvivalentni tlohy (vodi¢ je nahrazen nabo-
jem —q).

2.3 Ortogonalni funkce

Uloha 2.3 Systém (mnoZina) komplexnich funkeci f,(x) redlné proménné x se nazyva orto-
gondlni na intervalu (a, b), pokud plati

/f Jdr =0 pro m#n (2.16)

a zaroven v pripadé m = n ma tento integral kone¢nou nenulovou hodnotu

b
[ 1@ fulw)da = N, £ 0, (2.17)
kterou jsme oznacili symbolem N,,. Dokazte, ze funkce sin (nwz/p), n = 1,2,3..., jsou orto-

gonalni na intervalu (0, p).

Uloha 2.4| Systém ortogonalnich funkci f,(x) se nazyva dpiny, pokud kazdou funkci g(x)

muzeme na intervalu (a, by vyjadfit pomoci linedrni kombinace funkei f,(x) (tzv. rozvoj funkce
g(x) podle funkei f,(z))

= Anfal). (2.18)

Pro dané f,(x) a g(z) urcete koeficienty rozvoje A,,.
Reseni: Rovnici (2.18)) vynésobime funkci f*( ) a integrujme pfes interval (a, b)

/f da:—/f 2) 3 Anfol@)da: (2.19)

Na pravé strané zaménime poradi sumace a integraceE], integral vypocteme pomoci (2.16) a

m / ( )

ITato zdména v piipadé nekonecéné fady vyzaduje splnéni uréitych podminek a ty jsou zde splnény.
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Uloha 2.5 | Nejznaméjsi piiklad tplného systému je mnozina obsahujici trigonometrické funkce.

Na intervalu (—m, ) je tvofena funkcemi

1,cos (x),sin (x),cos (2x),sin (2x), ..., cos (nx),sin (nx), ... (2.21)
Rozvoj ([2.18) do téchto funkei se nazyva Fourierova fada a obvykle se zapisuje ve tvaru
g(x) = % + Y [a, cos(nx) + by sin(nz)] . (2.22)
n=1

(Namisto A, jsou nyni pouzity koeficienty a, a b,, oznaeni koeficientu ay/2 u konstantni
funkce 1 odpovida konvenci.) Pro dané g(x) urcete koeficienty rozvoje.

ReSeni: Miuzeme pouzit stejny postup jako v pifkladé nebo postupné dosadit funkce 1,
cos (nx) a sin (nz) do (2.20)). Nakonec obdrzime

™

1

Uy = — /g(x) cos(mz)dx, m=0,1,2..., (2.23)
T
17 -

by, = — /g(x) sin(maz)dx, m=1,2,3... (2.24)
s

—T

Vsiméte si, ze diky volbé koeficientu ag/2 u konstantni funkce 1 = cos (0x), dostaneme jed-
notné vyjadreni pro a,,.

Uloha 2.6 Rozlozte do Fourierovy fady funkci

f(:r)z{ Jo O<z<, (2.25)

fo, —m<z<O.

ReSeni: Piimym vypoctem integrali (2.23) a (2.24) dostaneme

Ay = 717 [ focos(mx)dx + O/fa cos(mx)dx] = { g:l e Zi(l):2,3, L
o -
b,, = 71r _/W fosin(ma)dx + O/fa sin(mx)dl‘] = W:Llﬂ (fo = fa) (cosmm — cos 0)

_ 2(fo—fo)/(mm), m=1,3,5,...,
0, m=2,4,6,...

Hledany rozvoj funkce (2.25)) je tedy

_fa+fb 2(fa_fb)oo 1 .
fz) = 5+ - ];)%Jrlsm[(%ﬂ)x]. (2.26)

2.4 ResSeni Laplaceovy rovnice v kartézskych souiadni-
cich

Uloha 2.7| Reste Laplaceovu rovnici pomoci metody separace proménné v kartézskych sou-
fadnicich.
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Reseni: Pfi pouziti metody separace proménné predpokladame feseni parcidlni diferencialni
rovnice ve tvaru sou¢inu funkci jedné proménné

B(z,9,2) = X(@)Y (1) Z(2). (2.27)
Po dosazeni do (2.6 obdrzime
X"YZ+XY"Z+XYZ"=0.

Tuto rovnici vynasobime 1/ XY Z a upravime tak, aby jednotlivé ¢leny zavisely pouze na jedné
proménné. Naprf. je mozné psat

X// Y// Z//
X Y A ( )
Uvazujme rovnici vyjadfenou prvnim znaménkem =. Rovnice plati pro kazdé x, y, z, avsak

jejl leva strana zavisi pouze na x a prava pouze na y a z. To je mozné jen tehdy, kdyz obé
strany jsou rovny téze konstanté, kterou oznacime a (proto jsme pfipsali za pravou stranu

= ). Z (2.28)) tedy dostaneme

X" —aX =0, (2.29)
Y// Z//
Yoz 7™
Podobné posledni rovnici upravime do tvaru
Y// Z//

Y Z p
Leva strana rovnice vyjadfené prvnim znaménkem = zavisi pouze na y a pravd pouze na z.
Obé strany jsou tedy rovny jedné a téze konstanté, kterou jsme oznacili 5. Plati tedy

Y" - BY =0, (2.30)
Z"+ (a+p)Z = 0. (2.31)

Vidime, ze namisto parcialni diferencialni rovnice dostaneme tii obycejné diferencialni rovnice
(2.29), (2.30) a (2.31]), jejichz obecna FeSeni jsou

X(z) = Ae* + Be™™, k’=aq, (2.32)
Y(y) = Ce?™ + De™™, p*=p, (2.33)
Z(2) = B + Fe ™, ¢* = k* + p. (2.34)

Je nutné si vSimnout, ze

e A, B, C, D, E a F jsou libovolné komplexni konstanty. Totéz tvrzeni plati také o
konstantach k, p (nebo «, 3).

e Reseni Laplaceovy rovnice vyjadiené pomoci vztaht (2.27), (2.32), (2.33) a (2.34)) pied-
stavuje velmi Sirokou tfidu feSeni. Linearni kombinace (superpozice) téchto FeSeni pro

rizné k a p je samoziejmé také resenim Laplaceovy rovnice.

e Abychom vybrali konkrétni feseni, je nutné znat okrajové podminky, tj. zminéné kon-
stanty se ur¢i pomoci okrajovych podminek (uvidime v nasledujicich tlohach).

e Vztahy (2.32)—(2.34)) lze napsat v riznych formach. Napi. pokud bychom védéli, Ze (pro
danou tlohu) je a < 0, mohli bychom definovat k? = —a, a pak namisto (2.32) napsat
X(x) = Ae?*™ + Be™** nebo X (r) = Asin(kx) + B cos(kz).
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Uloha 2.8 Naleznéte elektrické pole vytvorené linedrnim nabojem (tenkym pfimym nabitym
vldknem) ve vakuu mezi dvéma uzemnénymi rovinnymi paralelnimi vodi¢i podle obr. .

yk
a/%%
\<I>:0
b + o« T
0L /@:0

Obrazek 2.2: Roviny vodici jsou y = 0 a y = a. Naboj je rovnomérné rozlozen na pfimce
y = b, x = 0 s délkovou hustotou 7 (nédboj pfipadajici na jednotku délky).

Reseni: (a) Nejprve provedte kvalitativni rozbor podobné jako pii feseni tilohy Pfipo-
mente si vztah pro intenzitu elektrického pole ndboje rovnomérné rozlozeného na ptimce, ktery
je znamy ze zékladniho kurzu fyziky (snadno odvodime pomoci Gaussovy véty elektrostatiky
v integralnim tvaru).

(b) Vzhledem k symetrii Glohy potencial nezavisi na z

O = P(z,y).

Ze zadani déle vyplyvaji okrajové podminky pro potencial:

®l,_, =0, (2.35)
®|,_, =0, (2.36)
®,, o =0, (2.37)
o . —0. (2.38)

Vzhledem k tomu, Ze mezi vodici existuje naboj, meéli bychom fesit Poissonovu rovnici s
vyse uvedenymi okrajovymi podminkami. Lze vSak postupovat jinak: mezi vodic¢i definovat
takové dvé oblasti, v nichz neni zddny naboj. Bodovy naboj bude lezet pravé na hranici mezi
témito oblastmi. Potom v kazdé oblasti budeme Laplaceovu rovnici Fesit zvlast a feSeni v obou
oblastech svazeme okrajovymi podminkami na zvolené hranici, obsahujici naboj.

Nyni uz mtzeme vyuzit k feSeni vysledky tlohy [2.7 Laplaceova rovnice plati v oblas-
tech bez naboji. Mezi vodici si mtizeme predstavit dvé takové oblasti definované podminkami
z < 0ax > 0, feSeni Laplaceovy rovnice v téchto oblastech oznacime pofadé ®(-) a &),
(Volba téchto oblasti neni jednoznac¢nd, avsak jak déle uvidime, nase volba povede ke snad-
nému pouziti okrajovych podminek.) Okrajové podminky - musime jesté doplnit
okrajovymi podminkami v roviné z = 0. Zde vyuZijeme spojitost potenciélu a podminku ([L.5).

Protoze potencial nezavisi na z poloZime v Z =1 a podle je a+ B =0, tj.
k? + p? = 0, odkud p = ik. Viiméte si, Ze pokud je jedno z &sel k nebo p redlné, musi byt
druhé ryze imaginarni.
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Nyni pouzijeme okrajové podminky ([2.35)) a (2.36)). Vzhledem k (2.27) a (2.33]) dostaneme

C+D=0,
CeP* 4+ De™P* = (.

Reseni téchto rovnic je C = —D a pa = inm, kde n = +1,42,.... (Pf¥ipad pa = 0 miizeme
vylouéit, protoze vede k trividlnimu feSeni Y (y) = 0). Vidime, Ze p je ryze imaginarni, proto

k = —ip je realné a miize nabyvat jen diskrétnich hodnot
nm
kp = —. 2.39
) (239)

Namisto ([2.33) tedy mame
Y, (y) = Cpe*n¥ — Ce™™ v = 2iC,, sin(k,y) = K, sin(k,y), (2.40)
kde K, = 2:C,,. VSiméte si, ze

e vysledek vyjadieny vztahy (2.39)) a (2.40) bylo mozné snadno ,uhadnout” z charakteru
okrajovych podminek (2.35) a (12.36]);

e pro kazdé k,, (nebo n) existuje urcité feseni rovnice (2.30) (a tedy i Laplaceovy rovnice).
Proto jednotliva feseni a v nich obsazené konstanty rozlisSujeme pomoci indexu n;

e feSeni plati v obou oblastech z < 0 a x > 0 (avSak obecné mohou byt konstanty K, v
kazdé oblasti rizné).

Daéle pouzijme podminku (2.37)), ktera se vztahuje na feSeni Laplaceovy rovnice v oblasti
x < 0. Pokud pfedpoklddéame k,, > 0, pak vzhledem k ({2.32) musi byt B = 0 a tedy

Xn(x) = A, exp(kpx), <0, k, >0.
Poznamenejme, ze kdybychom naopak predpokladali %, < 0, obdrzeli bychom
Xn(x) = Bpexp(—kpx), =<0, k, <O0.
Reseni Laplaceovy rovnice pro uréité k, je pak
o, = X,Y,.

Linearni kombinace téchto feseni je opét feSenim Laplaceovy rovnice, a tedy co mozné nejo-
becnéjsi feseni spliujici dosud uvazované okrajové podminky je dano vztahem

o= 3 X,V

n=—00, n#0

Nyni si uvédomime, ze piipad k, < 0 (tj. n < 0) mizeme vyloucit, protoze funkce X_,Y_,, je

linedrné zavisla na funkei XY, (lisi se pouze multiplikativni konstantou). Déle bez jmy na

obecnosti 1ze zvolit K,, = 1 (X,Y,, pro riiznd K, se opét lisi pouze multiplikativni konstantou).
Potencial v oblasti x < 0 ma tedy tvar

) (z,y) = > XY, =Y A, exp(knz)sin(k,y), z <O0.

n=1 n=1
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Obdobnym postupem ur¢ime potencial v oblasti z > 0
M (z,9) =Y XV, = Y B, exp(—k,z)sin(kny), = > 0.
n=1 n=1

Nyni zbyva urcit konstanty A, a B,. K tomu vyuzijeme podminky na rozhrani v x = 0.
Ze spojitosti potencidlu vyplyva

&) — o)
r=0— =04+ !
a tedy A, = B,. Muzeme proto napsat
O(z,y) = Z A, exp(tk,z) sin(k,y), (2.41)
n=1

pritom horni znaménko plati pro x < 0 spodni pro x > 0.
Nakonec vyuzijeme podminku |D na rozhrani x = 0 pro D. Pfed tim je potfeba vypocitat
intenzitu elektrického pole

F > Ak, exp(tk,a) sin(k,y)

n=1

— 3" Ak, exp(dk,) cos(kny)
n=1
0

E(z,y)=-V® = (2.42)

Vsiméte si, ze slozka E, (tena slozka k rozhrani) je pro z = 0 spojita, avSak slozka E,
(normalova slozka k rozhrani) je pro x = 0 nespojita.
Konec¢né muzeme pouzit podminku . Plosnou hustotu naboje o v roviné x = 0 vyja-
diime pomoci -funkce,
o(y) = 7o(y —b).
Potom

€0 Ex|a;:0+ — &0 Ex‘ac:()_ - Té(y - b)

Dosadime-li za E, z (2.42)), dostaneme

260 > Anknsin(k,y) = 76(y — b).
n=1
Vsimeéte si, Ze stejny vysledek bychom obdrzeli pfi pouziti okrajové podminky (12.8)).
Z posledni rovnice uré¢ime A, postupem pouzitym pfi Feseni tlohy Pted tim si uvédo-
mime, Ze funkce sin(k,y) jsou ortogonélni na intervalu (0, a). Rovnici tedy vynésobime funkci
sin(k,y) a integrujme pfes zminény interval

/260 > Apky sin(kny) sin(kpy)dy = /Té(y — b) sin(kn,y)dy.
0 n=1 0

Na pravé strané pouzijeme zndmou vlastnost -funkcd?}, na levé strané zaménime poradi sumace

a integrace:
a

2c0 > Avky, / sin(kny) sin(k,,y)dy = 7 sin(k,,b). (2.43)

n=1 0

b
2[6(y — yo)f(y)dy = f(yo) pokud a < yo < b.

a
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Protoze .
. . 0 kn#kn
/sm(kny) sin(k,,y)dy = { 02 k 7—£k : (2.44)
0
z ([2.43)) dostaneme
T .
A, = o sin(k,b), (2.45)

a tedy vysledny vztah pro potencial je

T

O(x,y) = i sin(k,b) exp(tk,z) sin(k,y), (2.46)

Eok’na

pritom horni znaménko plati pro x < 0 spodni pro x > 0 a k, je ddno vztahem ([2.39).
Hledané pole je znazornéno na obrazku pro ptipad b/a = 0,70. K vypoctu pole byly

pfimo vyuzity vztahy (2.41) a (2.42)) spolu s (2.39) a (2.45)). Soucet nekone¢nych fad byl

aproximovan souctem jejich prvnich 100 prvk.

2.5 ResSeni Laplaceovy rovnice v cylindrickych soufad-
nicich

Uloha 2.9| Vyjadiete operator A v cylindrickjch soufadnicich.

Reseni: Cylindrické soufadnice (7, ¢, z) jsou definovany vztahy

T = rcoso (2.47)
y = rsin¢ (2.48)
z =z (2.49)

Inverzni vztahy jsou

r=/2?+y? (2.50)

¢ = arctan = (2.51)

z =z (2.52)
Nejprve je vyhodné vypocitat derivace

or

o = ; (2.53)
g; - % (2.54)
gi - —% (2.55)
gi _ % (2.56)

S vyuzitim vySe uvedenych vztaht postupné vypocteme derivace slozené funkce f (r, ¢, z) =

flr(z,y),¢(x,y),2]
of _ofor 0f09 _x0f yof

dr  Ordr  9pdx ror r2d¢
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O I
-0.5 0 0.5
X/a

04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4
X/a

Obrézek 2.3: K tloze 2.8 Znazornéni ekvipotencidlnich ploch (nahofe) a rozlozeni intenzity
elektrického pole v oblasti kolem linearniho naboje (dole, barva znazoriuje velikost E).
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of Ofor 0fop yof axOf
dy " ordy "osay ror a0
82f:<1 x2>8f :c(xazf y 82f>

r 73 rorz 2 ordo
L 2yof oy (e O yOf
rt ¢  r2\rordp r?2d%p
Pf_(L_w\of y(y&f = &
or r \ror? r20rdo

roord

2zyof o« <y 0 f x02f>

o \r @) Ty R

0y?

rt dp 12

rordg 12 0%

a nakonec obdrzime

2 2 2 2 2 2
ng];+af+af_6f 1of 10°F O°F (2.57)

Af o2 922 Orz  rdr  r20¢2 922

nebo také

Af (2.58)

19 [ of 1 02f O%f
_a<@>+a¢+a

Uloha 2.10| Reste Laplaceovu rovnici pomoci separace proménnych v cylindrickych sourad-
nicich.
Reseni: Podle (2.57) ma v cylindrickych soufadnicich (r, ¢, z) Laplaceova rovnice tvar
2 10 1 02 0?
—t——+—=—+-=—=1]9 =0. 2.59
<8r2 + ror + 2 O? * 022 (r,,2) (2.59)
Pokud predpokladame Teseni ve tvaru

O(r,0,2) = R(r)F(¢)Z(z) (2.60)

obdrzime postupné
1 1
(R” + R’> FZ+ —QF”RZ +FRZ" =0
r r

R// R/ F// Z// 5

R+TR+T2F_ z ~ " (261)
Uvazujme rovnici vyjadfenou prvnim znaménkem =. Jeji leva strana zavisi pouze na r a ¢,
prava pouze na z. To je mozné jen tehdy, kdyz obé strany jsou rovny stejné separacni konstanteé,
kterou jsme oznadili —x2. (Uvédomme si, Ze volba znaménka separacni konstanty je libovoln4,
pokud je k komplexni ¢islo. Také nepouzijeme napt. oznaceni «, protoze vidime, Ze v TeSeni
by vystupovalo /—a, stejné tak jsme mohli ve vztahu (2.28)) napsat rovnou k2. Kromé toho
dale uvidime, zZe zde feSené tlohy vedou vétsinou na realné a kladné x, tj. separéni konstanta
—k? je zaporna.) Plati tedy

7" - K*Z =0, (2.62)
R/I R/ F//
2 2 2
r’—4+r—=+—===-7Tk
R R F
Posledni rovnici prepiseme do tvaru
9 /! / 5 o FI/ 9
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kde leva strana zavisi pouze na r a prava pouze na ¢, a tedy obé strany rovnice se musi rovnat
stejné konstanté, kterou jsme oznacili jako p?:

F" +p*F =0, (2.63)
g A 2 p2
R'+-R +|k®’—=|R=0. (2.64)
r 72

Vidime, ze namisto feSeni parcialni diferencialni rovnice (2.59) musime Fesit t¥i obycejné
diferencialni rovnice (2.62), (2.63) a (2.64). Obecna FeSeni prvnich dvou rovnic jsou dobfe
znama, vytvorime je pomoci linedrni kombinace funkeci

7Z(z2) = e, (2.65)
F(¢) = =72, (2.66)

Pro kK = 0 je vedle konstanty fesenim také funkce Z(z) = z, obdobné tvrzeni plati pro
pripad p = 0.

Obecné jsou k a p komplexni ¢isla. Pokud vSak chceme napsat FeSeni rovnice (2.63)) v
plném rozsahu thla 0 < ¢ < 27, musi platit F(¢) = F(¢ + 27), a to je mozné pouze pro
p=20,1,2,....

Déle budeme hledat feseni rovnice ([2.64)).

(i) Pfedpokladejme nejprve x # 0. (Besselova rovnice)

Pak fesenim jsou cylindrické funkce argumentu xr, napi. Besselova funkce prvniho druhu
Jp(kr), Neumannova funkce (Besselova funkce druhého druhu) N, (xr), nebo Hankelovy funkce
prvniho a druhého druhu H(V(kr) = J,(kr) + iNy(kr), HP (kr) = J,(kr) — iNy(kr). Protoze
se jedna o diferencialni rovnici druhého radu, musi obecné feseni obsahovat dvé nezavislé cylin-
drické funkce. Lze ukézat, ze pokud p neni celé ¢islo, jsou funkce J, a J_, linedrné nezévislé,
tj. obecné Teseni (pro uréité p) je

R,(r) = Ay J,(kr) + ByJ_,(kr). (2.67)

Pokud je p celé ¢islo, jsou linedrné nezavislé pary J,, N, a Hzgl), HISZ) a obecné Teseni lze napsat
ve tvaru

R,(r) = ApJ,(kr) + B,N,(kr), (2.68)

nebo
R,(r) = Aszg”(m) + Bpr)(mﬂ). (2.69)

Poznamenejme, ze pokud je k = i7 ryze imaginarni (nebo pokud bychom v rovnici (2.61])
napsali 72 namisto —x?), je zvykem zapisovat feseni pomoci modifikovanych Besselovych funkci
I,(yr) a K,(vr) definovanych vztahy

L(z) = i7PJ,(ix), (2.70)
K,(z) = gip“H]gl)(m). (2.71)

(i) Nakonec naleznéme FeSeni rovnice (2.64)) pokud x = 0. Nyni se jedné o rovnici Fulerova
typu, kterd se fesi pomoci substituce

r=e', dr=edt.
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Postupné vypocteme derivace funkce R [t (r)]
_dR_dRd R,
T odr dtdr dt
~dr? dr \ dr dt? dt
Odsud dosadime za R’ a R” do (2.64)). Dostaneme rovnici
ER
8 PR=0
dt? ’
jejiz feSeni zname:
| ApeP'+ Bpe ™ p#0
Rp(t)_{ Ao+ Bt  p=0.

Vratime-li se k ptivodni proménné r, dostaneme

Ayr? + Byr7? p#0

Ry (r) = { Ao+ Bolnr p=0. (2.72)

Je nutné si vSimnout, ze

e feseni Laplaceovy rovnice vyjadfené pomoci vztaht (2.60)), (2.65), (2.66]) a (2.67)—(2.69)
nebo (2.72) pfedstavuje velmi Sirokou tfidu FeSeni. Lineérni kombinace (superpozice)

téchto Teseni pro rizna x a p je samoziejmeé také resenim Laplaceovy rovnice.

e vybér konkrétniho feSeni provedeme pomoci okrajovych podminek (uvidime v nésledu-
jicich tlohéch).

Uloha 2.11 Uréete elektrické pole vytvorené bodovym nabojem ¢ umisténym na ose duté
vodivé uzemnéné valcové plochy o poloméru a.
Reseni: (a) Nejprve porovedte kvalitativni rozbor, podobné jako pii feseni tilohy

(b) Pfesné feSeni.

Postup je obdobou tlohy Vzhledem k symetrii tlohy pouzijeme nyni valcové soutrad-
nice, a tedy pfimo vyuzijeme vysledki tlohy piikladu[2.10} Osu z zvolime tak, aby byla totozna
s osou valce a naboj q lezel v jejim pocatku.

Vzhledem k symetrii tilohy potencial nezavisi na ¢, tj.

S =0(rz2).

Ze zadani vyplyvaji tyto okrajové podminky

®[,_, =0, (2.73)
®,,_ =0 (2.74)
o —0. (2.75)

Vzhledem k tomu, Ze mezi vodici existuje naboj, méli bychom fesit Poissonovu rovnici s vyse
uvedenymi okrajovymi podminkami. Lze vSak postupovat jinak: uvnitt valce definovat takové
dvé oblasti, v nichz neni zadny naboj. Bodovy naboj bude lezet praveé na hranici mezi témito
oblastmi. Potom v kazdé oblasti budeme Laplaceovu rovnici fesit zvlast a feseni v obou oblas-
tech svazeme okrajovymi podminkami na zvolené hranici, obsahujici naboj. V tomto pripadé
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budeme feéit zvl4st Laplaceovu rovnici pro z < 0 a z > 0, prislusnd feSeni oznac¢ime poradé
®(-) a ®+). Tato Feseni pak sviZzeme okrajovymi podminkami v roviné z = 0:

o) = : (2.76)
z=0— z2=0+
P () od(-)
_ _ o) (2.77)
0z =0+ 0z =0 o

kde hustotu plosného naboje o(r) v roviné z = 0 vyjadiime pomoci o-funkce:

o(p) = a0 (), (2.78)

kde p = (z,y) a §@(p) je funkci dvou proménnych. Formélné pigeme 6 (p) = 4(r)/27r.

Reseni Laplaceovy rovnice v cylindrickych soufadnicich bylo provedeno v tloze . Pro-
toze potencidl nyni nezavisi na ¢, polozime v F(¢) = 1 a podle je p = 0. Tedy
feseni ([2.68)) nyni zni:

R(r) = AgJo(kr) + BoNy(kr).

Protoze Neumannova funkce Ny(xr) pro r = 0 diverguje, musi byt By = 0. Nyni mtzeme uzit

okrajovou podminku ([2.73)). Ta vyzaduje, aby
Jo(ka) = 0. (2.79)

Tato rovnice ma nekone¢né mnoho diskrétnich reseni, kr(lo) =k,, n=1,2,3..., ptfitom k, > 0.
Reseni problému bude tedy vytvoreno z reseni

Rn (T) = an() (knr),

kde C,, = A a k, jsou feseni rovnice (2.79).
Reseni pro z < 0 musi spliiovat okrajovou podminku (2.74)), pro z > 0 podminku (2.75)), a

proto ([2.65)) dava
Zn(2) = 2,

kde znaménko + plati pro z < 0 a znaménko — pro z > 0.
Obecné Fefeni Laplaceovy rovnice &) a &) jsou tedy dana linedrnimi kombinacemi
souéinu funkci R, Z,:

O (r, 2) = i C ) Jo(knr) exp (knz) | (2.80)
n=1
M (r,2) = i O Jo(kyr) exp (—kn2) . (2.81)
n=1
Ze spojitosti potencialu (2.76) plyne C(~) = C( = (). A nakonec, konstanty C,, ur¢ime z
okrajové podminky ([2.77] - kam dosadime a -
2 g:l CrokinJo(knr) = fogg:z. (2.82)

Z posledni rovnice uré¢ime C,, obdobnym postupem, jako koeficienty A,, v tloze Funkce
Jo(kn7) pron = 1,2, ... totiz tvofi Gplny ortogonalni systém funkci na intervalu (0, a) s vahou
r, tj. plati

a

0 fon #

O/ Jo(knr) Jo (ke )rdr = { whkal /2 kb (2.83)
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Proto rovnici (2.82)) vynasobime funkei Jo(ky,7)r a integrujeme ptes r v intervalu (0, a), pfitom
na levé strané zaménime poradi sumace a integrace:

23" Cok, /Jokrjo(kmwdr_%g 0/

n=1

Uzijeme ([2.83)) a pravidlo pro integraci d-funkce
/5(7’)J0(kmr)d7“ = Jo(0),

a dostaneme )
laJi(kma)]” ¢

2Ckm =
2 271'50

Ponévadz Jy(0) = 1, nakonec

B ook [aJy(kna)]® (284)

a tedy vysledny vztah pro potencial zni

[e.9]

q
m; omeoky, [ay (kma)]?

O(r,z) = Jo(kmr) exp (£kn2) . (2.85)

kde horni znaménko plati pro z < 0 a spodni znaménko pro z > 0.
Rozlozeni potencialu je zndzornéno na obrazku[2.4] Soucet nekonecné fady byl aproximovan
souctem prvnich 200 prvki.

_, > ® 109 09
Zavérem urc¢ime intenzitu elektrického pole £ = -V = — (@ o 9 )

ar’rdg’ Iz

Z Crkn J1(knr) exp (£ky2)

ET n=1
E, | = 0 (2.86)
E. T Z CrknJo(knr) exp (£k,2)
n=1
Zde jsme vyuzili vztah J) = —J;. VSiméte si, ze vyraz pro E, neplati pro z = 0 (normalova

slozka E neni spojita).

Uloha 2.12 Nekoneéné dlouhy vélec o poloméru R vlozime do homogenniho vnéjsiho pole
El, které je kolmé k ose vélce. Uréete vysledné pole v piipadé (a) uzeméného kovového, (b)
dielektrického vélce a (c¢) plosnou hustotu ndboje indukovaného na kovovém vélci.

Reseni: Vzhledem k symetrii tlohy pouzijeme vélcové soufadnice, a tedy p¥imo vyuZzijeme
vysledki tlohy [2.10] Osu z zvolime tak, aby byla totoznd s osou valce a Laplaceovu rovnici
budeme Fesit zvlast uvnitt a vné vélce. Protoze potencial nemuze zaviset na z, je Z(z) = 1,
k = 0 a TeSeni Laplaceovy rovnice mé obecny tvar (kombinace feSeni s riznym celo¢iselnym
p, viz. poznamka za vztahem )

d=>" (Aprp + Bpr_p) [Cy, exp(ipp) + D, exp(—ipg)] + Ao+ Bolnr, (2.87)

p=1
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Obrazek 2.4: K tloze Znézornéni ekvipotencialnich ploch. Naboj je v bodé [0,0], osa valce
je totozna s osou z.
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nebo
=) (Aprp + Bpr_p) {C’p cos(pp) + D, sin(pgb)} + Ao+ Bolnr. (2.88)
p=1

Konstanty A,, B,, C,, D,, ép, Dp jsou riizné uvniti a vné valce.
Jaké jsou okrajové podminky problému? Ze zadani vyplyva asymptotickd okrajova pod-
minka pro intenzitu elektrické pole

E — EO,
r—00
kterou lze prepsat do podminky pro potencial
Q| . — —Eyrcos¢ (2.89)
(ovéite pomoci E = —ﬁcI)). Déle pfi feseni vyuzijeme okrajovych podminek na povrchu vélce.

Hledejme nejprve feseni vné valce, r > R.
Ptihlédneme-li k okrajové podmince ([2.89) a uvédomime-li si, Ze trigonometrické funkce v
(2.88)) jsou navzajem ortogonalni, dostaneme

Ay =0,
By =0,

[)]ge):o, pro p=1,2,3,...
C*;f):o, pro p=2,3,4,...

Proto
) (r,¢) = (A Cr 4+ B ) Cos o,

kde vzhledem k (2-89)
APE = g,

Déle a = Bie)é’fe) je zatim nezndméa konstanta. Reseni vné vélce ma tedy tvar
@Wn@:<f%r+w4%m¢,T2R. (2.90)

Nyni hledejme feseni uvnitr valce, r < R.
Vzhledem k omezenosti potencialu v r = 0 musi byt

B =0, pro p=0,1,2,...

Vyuzijeme-li spojitost potenciadlu na povrchu valce r = R a ortogonalitu trigonometrickych
funkci v ([2.88]), dostaneme s pfihlédnutim k (2.90)

Ay =o,
1?15;)_0, pro p=1,2,3,...
qg“:o, pro p=2,3,4,...

Tedy . o
3D (r, ¢) = AVCIr cos ¢,

pficemz vzhledem k (2.90) musi platit

AVCYIR = _EyR+aR7.
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Reseni uvnitt valce ma tedy tvar
®(r,¢) = (~Eo+ aR*)rcos¢, r<R. (2.91)

Zbyva urcit konstantu a z okrajovych podminek na povrchu valce. Pfitom musime predpokla-
dat jednu z nasledujicich moznosti:
(a) Kovovy vdlec:

dO(rp)=0 = —FEy+aR?=0 = a=EyR%.
(b) Dielektricky vdlec:
Ze spojitosti normalové slozky D, tj. ze spojitosti eF, = —£0®/0r v r = R vyplyva

—f“)(—ﬁb%—aR_%)::—6@)(—Eb——aR‘ﬁ,

kde € a £(®) je permitivita pofadé uvnitf a vné valce. Odtud dostaneme

20) _ (o)

T 010

EyR?. (2.92)

Intenzita elektrického pole v ptipadé (a) — kovovy vélec je
~ R? R?
E9(r,¢) = é, (1 + 2) Eycosp — &, (1 - 2) Eysin ¢, (2.93)
r r
EO(r,¢) = 0; (2.94)
v ptipadé (b) — dielektricky vélec je

(i) _ o(0) 2
7€) —z £ Te _el1-
E'“r ¢) = e, < 1@ 2 ) Eycos¢ — é, <1

25(6) 26(6)

S 1 2@ P08 0 — Eo i

L0) _ o(0) 2
e + g(e) 2

2¢(€)
(@) 4 gle)”

) Egsing, (2.95)

ED(r ¢) = ¢, Epsing = E, (2.96)
Vsiméte si, ze pole uvnitt dielektrického valce je homogenni.
(c) Plognou hustotu naboje uréime pomoci okrajové podminky ((1.5)), kterd ma nyni na

povrchu kovového valce tvar

c@Ee =o0.
r=R
Pomoci ([2.93) dostaneme
o = 2e) By cos ¢. (2.97)

Uvédomte si, kterd ¢ast valce je nabita kladnym, resp. zdpornym nabojem a fyzikalné zdi-
vodnéte. Presvédcte se, ze celkovy naboj na valci je roven nule.

Uloha 2.13 (nepovinna) N4boj je rozlozen na plasti nekone¢ného vélce o poloméru R; s
plosnou hustotou
0., O0<o<m,
_ 2.98
o(9) { op, —T < ¢ <O. ( )
(Pouzity cylindrické soutfadnice, osa z je totozna s osou vélce.) Tato valcova plocha je obklo-
pena souosou kovovou valcovou plochou o poloméru R, > R;, kterd je uzeména. Naleznéte
elektrostaticky potencial.
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Reseni: Potencial nezavisi na z, a proto [srv. (2.88))]

O(r, ¢) = fj (A + Byr ") [Cy cos(pg) + D, sin(pe)] + Ao + Bolnr. (2.99)

p=1
Konstanty, které v ném vystupuji jsou obecné riizné ve trech oblastech, proto napiseme

q)(l)(ra ¢)7 T S Rl;
B(r,0) = 2 (r,¢), R <7 <Ry, (2.100)
®C)(r,¢), r> Ry.

Okrajové podminky zni

o) o = 1S o (2.101)
r=~R1 r=Ri
oM od(2)
5 -5 =7, (2.102)
T —R r r=R; o
o =0, (2.103)
r=Ro
@) = 0. (2.104)
r=Ro

Nejprve napisme feseni ) pro » < R;. Tato oblast obsahuje bod r = 0, a proto B, =0 pro

p=20,1,2 ... az (2.99) plyne

er[ () cos(pg) + DV sin(pg)] , (2.105)

kdevC}S = A,Cp, DY = A,D, p=1,2,...a C§) = A,

Reseni @ pro Ry < r < R, obsahuje vSechny ¢leny z

K

<I>(2)(7", o) = (A](f)rp + Bz(f)r_p) {C]()z) cos(po) + Dl(f) sin(pgb)} + Aé2) + B(g2) Inr  (2.106)

1

3
I

V oblasti 7 > R je jediné regularni feseni, které vyhovuje okrajové podmince (2
33 (r ¢) = 0. (2.107)

Nyni uzijeme okrajové podminky. Z (2.101)) vyplyva:

i RY [ CW cos(pp) + D(l) sm(pgb)}

p=0

=3 (APRY + BPR?) [CR cos(pg) + DI sin(pe)| + AF” + BE In Ry
p=1
tj.
RICY = (APRY + BPR") C, p>0 (2.108)
RIDY = (AP R, + BPR;?) DY, p>0 (2.109)

iV =AP +BPmR, p=o. (2.110)
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Z (2.103) vyplyva:

> (AP RS+ BPR") (O cos(po) + Dysin(pg)| + A + By In Ry =0
p=1
tj.
(APRE+ BPR,") CP =0, p>0 (2.111)
(APRE+ B R") D) =0, p>0 (2.112)
AP +BP IRy, =0, p= (2.113)

7 (2.102) vyplyva:

S pR! [ng” cos(p¢) + DV sin(pgb)} —
p=1

o(¢)

€o

- {Z p (APRI = BPR™™) [CP cos(pg) + DI sin(pe)] + B(()Q)Rl‘l} —
p=1

t.
> {pRi" [RICY — (APRE — BPR;") C| cos(pe)+
p=1

_ _ ) _ o(o
+pB [RDY — (AP R~ BYR?) DR sin(po)) — B Ry = 7).

€0

Souciny R’l)CZgl) a R’fDI(Jl) vyjadiime pomoci vztahii (]2.108[) a q2.109[) a tak dostaneme

2> pRy* [BYRIPCP cos(pg) + B Ry" D sin(pe)| — BY Ry' = ‘72? (2.114)
p=1

Abychom uréili neznamé konstanty, rozvedeme o(¢) do Fourierovy fady. Podle vysledku tlohy
2.6l dostaneme

o0

1
in|(2k+1)¢|.
LU

oatoy, 2(0,—0p)

7(¢) = 7 -

Tento rozvoj dosadime do ([2.114) a dostaneme

O, 1+ 0y

— BYR ' = o (2.115)
BYC,=0, p>0 (2.116)
2pRP'BY D, = 2 (";g_o %) 2k1+ oop=2k+1, p>0 (2.117)
2pR;"'B®D, =0, p=2k, p>0 (2.118)
Podle (2.116) je
C» =0, p>0 (2.119)

a potom podle (2.108]) je také
CH =0, p>0 (2.120)
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Staci urcit souciny

E,=APD, p>0 (2.121)
F,=BPD, p>0 (2.122)

V tomto oznaceni lze vztahy (2.109), (2.112), (2.116) a (2.118) piepsat na tvar

RID\Y = E,RY + F,R* p>0 (2.123)
E,RY+ F,R;” =0, p>0 (2.124)
e 2 (O’a - Ob) 1
2pR,"'F, = =2k+1, p>0 2.125
pR, " F, v iyl P +1, p (2.125)
2RP'F, =0, p=2k, p>0 (2.126)
Odtud (vSechny vztahy plati pro p > 0)
a—0p 1
F,=RM2 Dokl (2.127)
€y P
F,=0, p=2k (2.128)
E, = —F,Ry;* (2.129)
DY = F, (R — R;™). (2.130)
Nakonec pouzijeme postupné vztahy (2.115), (2.113]), (2.110) a dostaneme
a1 Op
BP = -2« T%p 2.131
= -2t (2131)
a R
A 4 By = 22D p 1 12 (2.132)
2e0 T
a1 Op RZ
) = 2o %R 2 2.133
0 %0 1in R, ( )
Vysledek:
. 00 B B R2k+27“2k+1
M) _ Oaq — Op R 2(2k+1) R 2(2k+1) 1 0 [(9k + 1
Oq + 0 Rg
Riln— 2.134
+ 280 L R17 ( )
_ 0 R2k’+2 B
P2 _ Oaq — Op 1 ~2k-1 _  2k+1p 2(2k+1)] . 9% 4+ 1
(o) = == 3 e T R i (24 1))
a R
Tt Dp g B2 (2.135)
2¢eg T
o) (r,¢) =0 (2.136)
Bezrozmérna forma vysledku (pfedp. o, # 0):
Oy
= — 2.137
¢= (2.137)
r
= — 2.138
PE g (2.138)
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(I)(l)<p ¢)€0 1— q 00 R2 —2(2k+1) p2k+1
: = 1—(—= ———=sin|(2k+1
oo R ™ Zl <R1> ] @k 1 S (@ Do

k=0 (2.139)
_l_ﬂ 1n&
2 Ry’
@(2)(p ¢)€0 l-q& 1 l . - (R2>—2(2k+1)]
’ = I —= sin [(2k + 1
oty m ;;)(%HV g g Ity ( ) (2.140)
_i_ﬂln&
2 Rip

2.6 Reseni Laplaceovy rovnice ve sférickych souradni-

cich
Uloha 2.14| Vyjadiete operator A ve sférickych soufadnicich.
Vysledek:
102 1 0 af 1 0*f
Af=—-—— ———— [sinf= —_— . 2.141
/ r Or? (rf)+ r2sinf 00 (Sm 80) r2sin? @ 02 ( )

Uloha 2.15| Reste Laplaceovu rovnici pomoci separace proménnych ve sférickych soufadi-

cich.
Reseni: Ve sférickych souradnicich (r, 6, ¢) ma Laplaceova rovnice tvar

1 9 1 9 0P 1 0%*®
L )+ ———— [sinf— | + ————Z— =0, 2.142
ror "Dt g (Sme ae) e (2.142)
Pokud predpokladame Teseni ve tvaru
U(r)
&(r.¢,2) = R(r)P(0)F(¢) = — = P(0)F(9) (2.143)

(volba funkce R = U/r vyplyva z tvaru prvniho ¢lenu r® (2.142)) obdrzime

UF d UpP
PFU" — (sin O P F" =0.
* r2sin 6 df (sin0F7) + 2 sin® 0
Po vynésobeni 72 sin? /U PF dostaneme
U// 1 d F//
2 (2 : /
Ol —+ =5 opP — =0
ne [U T Pr2sing do (sin )] T F ’
odtud - p o
1
2sin?0 |~ + ————— (sinfP')| = ——.
ro U * Pr2sinf do (sin6F") F

Levéa strana této rovnice zavisi pouze na r a 6, prava pouze na ¢. To je mozné jen tehdy, kdyz
obé strany jsou rovny stejné konstanté, kterou ozna¢me m?2. Tedy plati

F"+m?F =0 (2.144)
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v’ 1 d
2 o2 . / 2
resin“f | — + ———— (sindP’)| = m”.
U  Pr2sinfdf ( )
Posledni rovnici upravime do tvaru
uU” 1 d m?
2 : /
r‘—=————— (sinfF) +
U Psin6 df ( )
Leva strana zavisi pouze na r, prava pouze na 6. To je mozné opét jen tehdy, kdyz obé strany
jsou rovny konstanté. Z divodu, které budou zfejmé pozdéji, tuto konstantu ozna¢me [(I + 1)
a tak obdrzime

sin? 6’

I(1+1)

r2

U// _

U=0 (2.145)

m2

d
— (sin6 P’ (l+1)— P=0. 2.146
sng o H[( 1) sin29] (2.146)
Vidime, ze namisto feSeni parcialni diferencialni rovnice (2.142) musime fesit tfi obycejné
diferencialni rovnice (2.144)), (2.145)) a (2.146).
Obecné tesent rovnice (2.144) vytvorime pomoci linearni kombinace funkci

F(¢) = e*m?, (2.147)

Pro m = 0 je feSenim rovnice nejen konstanta, ale také funkce F'(¢) = ¢, toto FeSeni
v8ak vétSinou neni fyzikdlné piijatelné, protoZze nespliiuje ¢asto kladenou podminku F(¢) =
F(¢+2m).

Obecné je m komplexni ¢islo. Pokud vsak ma platit v plném rozsahu uhld 0 <
¢ < 2m, musi splilovat zminénou podminku F(¢) = F(¢ + 27), a to je mozné pouze pro
m=20,1,2,....

Resend rovnice (2.145) méa tvar r*. Dosadime-li tuto funkci do , dostaneme oy = (41,
ay = —I (pfipomenime, Ze rovnice je diferencialni rovnici druhého fadu, a proto musi
existovat dvé linedrné nezavisla feseni). Tedy

U(r) = Ap'™ + B (2.148)

Pro teseni rovnice ([2.146)) provedme substituci x = cos 6, tak dostaneme (pfesvédcte se o

tom)
2

ij l(1 —a?) Cg] n lz(z +1) - - szl pP=o. (2.149)

(i)m=0
Dilezity je ptipad m = 0, kdy jde o problémy s azimutalni symetrii. Rovnice (2.149)) pak
zni

CZ l(1 — 2?) Zﬂ +1(l+1)P =0, (2.150)

nebo

2
(1-2?) ‘fmjj - 2x‘jl]; +I(l+1)P=0 (2.151)

a nazyva se Legedreova rovnice.
Protoze = = cos 6, kde 6 € (0, ), je x z intervalu (—1,1). ReSeni, kterd budou omezena na
tomto intervalu (véetné koncovych bodi —1, +1), dostaneme pouze pro ! = 0,1,2,....(Tim je

zdtivodnéna volba separa¢ni konstanty /(I + 1).) Toto FeSeni je dano Legendreovymi polynomy,
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které jsou definovany predpisem (Rodriguetiv vzorec)
i) = == («>-1) . (2.152)
Vypiste explicitné tvar Legendreovych polynomt pro [ = 0,1, 2, 3... a dale dokazte, Ze plati
(=) = (<1 (x). (2.159)
Legendreovy polynomy jsou vyznamné i proto, ze tvori iplny ortogonalni systém na inter-

valu (—1,1), tj.
1

2
/1 Pu(@) Pu(e)dr = 5= (2.154)
a kazdou funkci f(z) definovanou na na intervalu (—1,1) lze vyjadfit ve tvaru fady
flx) =) aPbi(x), (2.155)
1=0
kde .
20+ 1
o= ;L/f(x)Pl(x)dx (2.156)

-1

Casto jsou pii vypocétech uziteéné rekurentni vztahy mezi Legendreovymi polynomy. P¥imo-
carym pouzitim ([2.152)) dostaneme

P.,—-P ,-Q2l+1)p=0. (2.157)
Z tohoto vztahu a rovnice (2.150) dale odvodime

((+1)Py1— 2+ 1zP,+1P, =0, (2.158)
P, —xzP +({+1)P =0, (2.159)
(22 =1) P/ = laP + 1P, = 0. (2.160)
Poznamenejme, ze rovnice (2.151]) je rovnice druhého fadu, a proto musi mit dvé linearné
nezavisla feseni. Druhé feseni i pro [ = 0,1,2,... diverguje v bodech x = +1, a proto je
fyzikalné neprijatelné.
(i) m#0

Reseni rovnice (2.149) pro m # 0 lze vytvofit pomoci Legendreovych polynomi (2.152).

Dostaneme tak polynomy, které se nazyvaji pridruZené Legendreovy polynomy a jsou defino-
vany vztahem|

i) = (1 g2)2 4"

Pre) = (1-a°) "

Je nutné si vSimnout, ze

P(x), |m| <L (2.161)

e feseni Laplaceovy rovnice vyjadfené pomoci vztahi (2.143)), (2.147), (2.148) a (2.152)
nebo (2.161)) pfedstavuje velmi Sirokou t¥idu FeSeni. Linearni kombinace (superpozice)
téchto feseni pro riznad m a [ je samoziejmé také feSenim Laplaceovy rovnice,

e vybér konkrétniho feSeni provedeme pomoci okrajovych podminek (uvidime v nésledu-
jicich tlohéach).

3V literatufe existuji i jiné definice.
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Pozndmka: pomoci funkci P™(cosf) a ™%, které zaviseji jen na thlovych proménnych,
definujme kulové funkce Y}, (6, ¢):

(20 + 1)(I —m)!
A7(l +m)!

1/2
Yim (0, ¢) = Ny P™(cos )™ = (—1)™ [ 1 P™(cosf)e™?. (2.162)

S kulovymi funkcemi se setkdvame také v kvantové teorii orbitalniho momentu hybnosti.

Uloha 2.16 Kouli o poloméru R vlozime do homogenniho vnéjsiho pole Eo, Urcete vy-
sledné pole v ptipadé (a) uzeméné kovové, (b) dielektrické koule a (c) plosnou hustotu naboje
indukovaného na kovové kouli.
Reseni: Vzhledem k symetrii ilohy pouZijeme sférické soufadnice, a tedy p¥imo vyuZzijeme
vysledki ptikladu 2.15 Laplaceovu rovnici budeme fesit zvlast uvniti a vné koule.

Osu z orientujme podle Ey. Pak potenciél nemize zaviset na ¢, tj. F(¢) =1, m =0 a
feseni Laplaceovy rovnice v obou oblastech méa tvar

O(r,0) = i (Alrl + Blr_l_l) Py(cos ) (2.163)

1=0
Konstanty A; a B; jsou riizné uvnitt a vné koule.

Jaké jsou okrajové podminky problému? Ze zadani vyplyva asymptotickd okrajova pod-
minka pro intenzitu elektrického pole

E — E}),
T—00
kterou lze prepsat do podminky pro potencial
| . — —Eyrcost (2.164)
(ovéfte pomoci E = —6@). Déle pti feseni vyuzijeme okrajové podminky na povrchu koule.

Hledejme nejprve feseni vné koule, r > R.

Pfipomeiite si tvary nékolika nejnizsich Legendreovych polynomil, zejména vztah P;(cosf) =
cos 6. Ptrihlédneme-li k okrajové podmince a uvédomime-li si, ze funkce P(cosf) v
(2.163]) jsou navzajem ortogonalni, dostaneme

A =0 pro 1=0,2,3,4...
B =0 pro 1=0,2,3,4...

Proto
o (r,0) = (Aﬁ% + Ble)r_Z) Pi(cosb) = (A(le)r + Ble)r_2) cosf,

kde vzhledem k (12.164))

a B§e) je zatim nezndm4 konstanta. ReSeni vné koule m4 tedy tvar
(1, 0) = (—Eor + 356)7*2) cosf, r> R, (2.165)

Nyni hledejme feseni uvnitr koule, r < R.
Vzhledem k omezenosti potenciadlu v r = 0 musi byt

BY” =0 pro 1=0,1,2...
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Vyuzijeme-li spojitost potencidlu na povrchu koule r = R a ortogonalitu funkci P(cosf) v

(2.163)), dostaneme s prihlédnutim k (2.165))

AY =0 pro 1=0,2,3,4...
AYR = —EyR+ BYR2, (2.166)

a tedy Feseni uvniti koule méa tvar
d0(r,0) = (—EO + B%e)R_g) rcosf, r <R. (2.167)

Zbyva urcit konstantu B%e). Pritom musime predpokladat jednu z nasledujicich moznosti:

(a) Kovovd koule:
o(r0) =0 = -E+BYR?=0 = B =ER"

Dosadime-li tento vysledek do ([2.165) dostaneme

— =

) (r )= —F. .7 b > 21
(r,0) 0Tt s T2 (2.168)
kde B B
P =4dnegRPEy = 3¢V Ey (2.169)

je elektricky dipdlovy moment kovové koule (druhy ¢len na pravé strané je pole elek-
trického dipdlu p) a V' je jeji objem.

(b) Dielektrickd koule:

Ze spojitosti normélové slozky 5, tj. ze spojitosti e, = —e0®/0r v r = R vyplyva

—@® (—Eo + B§6)R—3> _ (—Eo - 23§6)R_3> 7

kde €@ a £(®) je permitivita uvnitf a vné koule. Odtud dostaneme

(@) _ ~(e)
(e) _ € € 3
B = 5 BB (2.170)

Dosadime-li tento vysledek do (|2.165)), dostaneme opét vztah (2.168)), kde nyni

8(7') — 5(6) 5 5(1) — 5(6)

Ey = 380W‘/E0 (2171)

je elektricky dipdlovy moment dielektrické koule. Potencial uvniti koule uré¢ime dosazenim do
(12.167))

: 3@ 3l
(4) - = - = FE..7
o (r,0) = 0+ 2.0 Eqgrcosf 0+ 2.0 Ey-7, r<R. (2.172)
Intenzita elektrického pole v pripadé (a) — kovova koule je
- 2R3 R3
E9(r,0) = é, (1 + 3> Eycost — ép <1 — 3> Eysind, (2.173)
r r

ED(r,0) = 0; (2.174)
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v ptipadé (b) — dielektricka koule je

5 ( ) g(e R3 5(1) _ 5(6) R3
(e) —
E9r,.0) = (1 + 25(1) T @ ) Eycost — éy (1 0 1 2.0 13 ) Eysind,(2.175)
=i R R L 3
(%) R - : _ e
EY(r,0) = e, -0 1 2.0 Eycost ) o Eosint = Eo—; 9@ (2.176)

Vsimeéte si, ze pole uvnitt dielektrické koule je homogenni.
(c) Plosnou hustotu naboje uréime pomoci okrajové podminky (|1.5)), kterd méa nyni tvar

@ E© =o.
r=R

Pomoci (2.173)) dostaneme
o = 3¢ Eqcosb. (2.177)

Uvédomte si, ktera ¢ast koule je nabita kladnym resp. zapornym nabojem a fyzikalné zdivod-
néte. Presvédcte se, ze celkovy nédboj na kouli je roven nule.

Uloha 2.17 (nepovinna) Rozlozte funkci

flz) = { Jo 0wl (2.178)

fo, —1<x<O.

do fady podle Legendreovych polynomt.
ReSeni: Hledan4 fada ma tvar (2.155)), kde ¢; vypoéteme piimo podle (2.156):

‘ 2l+1/f \Pi(x 2l+1 /bel dx+/faPl ]

Vzhledem k ([2.153]) mizeme prepsat prvni integral na pravé strané do tvaru

/bel(x)dx: /fb(—l)lPl(—x)dx: —/fb(—l)lPl(:zs)dx:/fb(—l)lB(:v)d:v,

a tedy

o = 2l—|—1{

=1+ 1] [ Pz,

Za predpokladu [ > 0 lze vyjadiit P(x) pomoci rovnice (2.150) a vypocitat integral:

1 1

O/Pl(a:)dx:—( O/C;lx[1_x)ccil§]dx:l(l_1|_1)(x2_1)Pl/(x)
1 1

T+ 1)Pl/(0) N

1

0

P1(0).

K posledni upravé byl pouzit vztah (2.160]). VSimnéte si, ze vysledek je nenulovy pouze pro [
liché (viz. (2.153))). Nakonec pro | = 0 dostaneme

/Po(x)dm =1

0
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Hledané koeficienty jsou tedy dany vztahy

1
Co = §<fa+fb)a (2.179)
20+ 1
C = 2([—{—1)3_1(0) (fzz_fb)a l_173757"'7 (2]‘80)
=0, |=246,.... (2.181)

Pro numericky vypocet je vyhodné rekurentni vyjadieni ¢;, které dostaneme z ([2.180))

- B (21 + 5)1
Cl42 = mpl—kl(()) (fa - fb) - _Q(Z + 3) [+1 _(l + 3)(21 + 1)cl’

pfi tpravach bylo P, 1(0) vyjadfeno pomoci (2.158)). MuZeme tedy psat

o @+1(-2) B
R 1=3,5,7..., (2.182)

=3 Ua= 1), (2183)

Vsiméte si analogie s tilohou [2.6]

20 +5 2045 1P_1(0)

(fa - fb) =

Uloha 2.18 (nepovinna) Néboj je rozlozen na povrchu koule o poloméru R s plo$nou hus-
totou

J(0>:{ s, 0<0<7/2,

oy, T/2<6 <.

(Pouzity sférické souradnice, poc¢atek soufadnic je totozny se stfedem koule.) Naleznéte elek-
trostaticky potencial.
ReSeni: Problém je invariantni viiéi rotaci kolem osy z, a tedy FeSeni Laplaceovy rovnice

nezévisi na ¢ (m = 0):
oo

®(r,0) =) (Alrl + Blr_l_l) P, (cos )

1=0
Uvnitt koule B, =0 prol =0,1,2, .., a tedy

D (r,0) =" AP (cos) . (2.184)
1=0
Vné koule A; =0prol=0,1,2,.., a tedy
€ (r,0) =3 Br"'P (cos?). (2.185)
1=0

Nyni musime urcit konstanty A; a B;. Pouzijeme okrajové podminky

o) — @

r=R r=R’
op) obe) B o(0)
or R or R €0

Z prvni podminky plyne

ST AR'P (cosf) =Y BiR™ P (cost),
=0 =0
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odkud
By = A R* (2.186)

7, druhé podminky plyne

AR 4 (1+1) BIR™2] P (cos ) = “ge)
0

hE

N
Il
o

Na levé strané pouzijeme ([2.186]); na pravé strané vyjadiime o(#) pomoci fady (2.155)), koefi-
cienty ¢; byly jiz nalezeny v tloze [2.17),

1 oo
(20 +1) AL R P (cos f) = = > P (cosb).
0 1=0

hE

N
Il
o

Nakonec dostaneme z
¢ R

N (2.187)

l



Kapitola 3

Magnetostatické a kvazistacionarni
elektromagnetické pole

3.1 Magnetostatické pole
Uloha 3.1 | Formulujte zakladni rovnice popisujici magnetostatické pole.

ResSeni: V ustidleném stavu je magnetické pole uréeno rovnicemi
0, (3.1)
uj. 3.2

o o
I

V-
V x

Z prvni rovnice plyne, ze B miizeme vyjadrit pomoci vektorového potencialu ff, definovaného
vztahem
B =V x A. (3.3)

Vektorovy potencial neni urcen jednoznacn€, lze k nému pficist gradient libovolné skalarni
funkce. Tuto nejednoznacnost lze odstranit, pokud zadame podminku pro V - A.

Po dosazeni (3.3) do (3.2]) dostaneme

ﬁxﬁx/fzﬁ(v'fl)—vzg:u, (3.4)
kde o L
V2=V (V) -V xVx. (3.5)
Ovétte, ze v kartézskych soutadnicich plati
V2A = (AA,, AA,, AA,). (3.6)

V kiivocarych soutadnicich tento vztah neplati. Napt. v cylindrickych soufadnicich musime

pouzit ((A.10) a ve sférickeyh soutadnicich (A.15).

Rovnici 1) zjednodusime vyuzitim nejednoznacnosti A. Pozadujeme-li splnéni podminky
V-A=0 (Coulombova kalibrace), (3.7)

dostaneme Poissonovu rovnici

-

V2A = —pld. (3.8)

34
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Reseni Poissonovy rovnice, pokud J (r) jde k nule dostate¢né rychle pro r — oo, lze vyjadiit
takto:

A =1 jﬁ)q &, (3.9)

A J |7

Toto feseni odpovida okrajové podmince A — 0 pro r — oo.
V oblasti, kde J = 0, prejde Poissonova rovnice v Laplaceovu rovnici

V2A = 0. (3.10)

Hledame-li jeji feseni v urcité oblasti €2, musime stanovit okrajové podminky pro A na jejt
hranici 0f).

Na rozhrani dvou prostiedi plati (1.6) a (L.8). Pfitom z rovnice ([1.6) vyplyva spojitost

tecnych slozek A
At|1 - At|2 (311)

a z rovnice (|1.8) vyplyva

:2 (V% 4) |, _:1 (VxA) | =K (3.12)

Uloha 3.2| Vyjadiete vektor V2A ve sférickych soutadnicich.
Vysledek: Vztah (A.15)).

Uloha 3.3 Koule o poloméru a je nabita ndbojem ¢ rozloZzenym rovnomérné po jejim po-
vrchu. Najdéte magnetické pole vytvorené touto kouli rotujici kolem své osy s konstantni
thlovou rychlosti w.

Zz

|
-

2
() \
¥

~

(e)

v

—

Obrézek 3.1: K tloze [3.3]

Reseni: K feseni pouzijeme sférické soutadnice. Vektor hustoty plogného proudu na povrchu
koule je

—

K=0U=

P Epwasinf = e],% sin 6. (3.13)

Laplaceovu rovnici (3.10) budeme Fesit zv1ast uvnitf a vné koule, a pak FeSeni v obou oblastech
svazeme okrajovymi podminkami. Ze symetrie tlohy plyne, Ze vektorovy potencial A nezavisi
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na thlu ¢ a mé jedinou nenulovou slozku A4. V tomto pfedpokladu nés utvrdi i pohled na
operator (A.15)). Reseni tedy budeme predpoklddat ve tvaru

A(r,0,0) = Ay (r,0) &, (3.14)
ktery vyhovuje kalibra¢ni podmince (3.7) (ovéite) a, jak uvidime dale, pozadovanym okrajo-

vym podminkam.

Po dosazeni (3.14]) do (3.10) a vyuziti (A.15)) dostaneme rovnici

2
L0 A+ a<sineaA¢>— Ay 0. (3.15)

ror M)+ 5 is50 sl

K jejimu feseni pouzijme metodu separace proménné podobné jako v tloze [2.15] Pokud pred-
pokladame Teseni ve tvaru

Ap(r,0) = UY)P(H), (3.16)
obdrzime ) 1 8 UP
;U"P t S and 50 (sinUP") — T 0.
Po vynéasobeni r®/UP dostaneme
"
T2UU * Pslinejé (sin0P') - sn1129 =0
odtud o 1 g
Tz? ~  Psinfdd (sin0P) + sin?§’

Levéa strana této rovnice zavisi pouze na r, prava pouze na 6. To je mozné jen tehdy, kdyz obé
strany jsou rovny stejné konstanté, kterou ozna¢me \. Tedy dostavame

r?U" — \U = 0, (3.17)
(sin6P) + (A - ) P—o. (3.18)

sin’ 4

sin

Namisto feseni parcialni diferencialni rovnice musime Fesit dvé obycejné diferencialni
rovnice a . Reseni obou rovnic jiz zname. Rovnice je totozna s rovnici
pokud zvolime m? = 1 a [(l + 1) = \. Jeji feSeni, které je omezené na intervalu 0 € (—7,7),
je dano pridruzenymi Legendreovymi polynomy P}!(cos#), kde [ = 1,2,3.... Rovnice je
totozna s rovnici a jeji Teseni je dano vztahem ([2.148)). Tak dostaneme Feseni rovnice
(13.15)):

Ap(r,0) =>_ (C’lrl + Dﬂ"’l’l) P! (cos ). (3.19)
=1
Zbyva urcit konstanty C; a D;. Pfipomenme, Ze tyto konstanty jsou rtizné uvnitf a vné koule.
Oznac¢me TeSeni v jednotlivych oblastech indexy (i) a (e):

AD(r0), r<a
A 0) = T - 3.20
(1) { Ag})(r, 0), a<r. (8:20)

IN
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7 pozadavku, ze A, musi byt omezené, vyplyva, Ze uvnitt koule Dl(i)

C'? = 0. Tedy z (3.19) dostavame

= 0, zatimco vné koule

Ag) = ZCl(i)rlPll(cos 0), (3.21)
I=1
ZDI(ET 1P} cosh). (3.22)

Zbyvajici konstanty ur¢ime pomoci okrajovych podminek na kulové plose. Tecné slozky A jsou
spojité,
AY

odtud .
ZC( a' P! (cos 0) ZDea 1Pl (cosb).
=1 =1

Vzhledem k ortogonalité funkci P} (cos ) musi platit

Cz (@) 1 _ (e)a—z—1

Y

a tedy namisto (3.22)) mame

A((;) _ Z Ol(i)aﬂ"'lr_l_lPll (COS 9) (323)

=1

Nakonec pouZijeme okrajovou podminku (|1.8)). Pro feSenou tlohu mé tvar

—

& x [ - A0 = &,

odkud vyplyva rovnice '
HY - H = K,

Levou stranu upravime pomoci vztahu 1} na pravé strané vyjadiime K pomoci 1 a

dostaneme

= 1 ysing (3.24)

4a

1 1 (=
© — o V<A
/4[/ € 9 r—a M (2
(srovnej s rovnici (3.12))). Pouzijeme-li (A.13) pro operator rotace ve sférickych soufadnicich,
dostaneme pro A ve tvaru (3.14

W X ff(e)}

0

r=a

(ie)
W % g(i,e)} _ _}8 [TA¢ }
0 r  Or
Potom ze vztahu plyne
1 0 {rﬁ(i)} 1 0 [rff(e)} q .
p@r Or - Cuer or - = dma” sin

Dosadime sem a :
[+1
>[5

I
2 G () 4ma



KAPITOLA 3. MAGNETOSTATICKE A KVAZISTACIONARNI EM POLE 38

Posledni rovnici upravime do tvaru

G [+1 l
> Cl( Jgl—1 [ —i(_.) + ()] P}(cos ) = 1 ysing.
= s e 4dma

Na levé strané rovnice vystupuji pfidruzené Lagrangeovy polynomy P! (cos 6). Na pravé strané
rozpoznavame, ze sin = P! (cos ). Vzhledem k ortogonalité funkci P} (cos#) z posledni rov-
nice plyne

. (@) ,(e)
sz) _qw

= : 3.25
4ra p® + 2p0€) (3:25)
a C’l(i) =0 prol>1.
Hledané pole je tedy déano vztahy
AD = ¢, sing, (3.26)
B = 20" cosd — 6,20 sinh = 20V, (3.27)
3
A — @0{“% sinf = gigm X 7, (3.28)
. 20(1) 3 C(l) 3
B© = ¢, 13a cos @ + ég— 3@ sin 6. (3.29)
r r

Vsimeéte si, ze pole B uvnitt koule je homogenni a pole vné je totozné s polem magnetického
dipélu
ga® pOp®

= . 3.30
o 10 + 200" (330

m =

3.2 Kvazistacionarni elektromagnetické pole, skinovy jev

Uloha 3.4| V kvazistatické aproximaci zanedbame vliv Maxwellova proudu oD /Ot. Pak Ma-

xwellovy rovnice v rozlehlém homogennim vodici s vodivosti ¢ maji tvar

_ - 0B
E+—=0 3.31
VxH=J, (3.32)
V-B=0, (3.33)
V-E=0, (3.34)
kde proudova hustota je ddna Ohmovym zakonem
J =0E. (3.35)

Z téchto rovnic odvodte rovnice, které budou obsahovat bud pouze vektor E, nebo pouze
vektor B.
Reseni: Na rovnici (3.31)) aplikujeme operaci rotace a pak pouzijeme rovnici (3.32))

. - 4 - 0B oo - Lo
E — = E)—V?E+pu— =
VxVxE+Vx oo =V(V-E) = VE+p- =0,
kde operator V? je definovan vztahem (3.5)). Nakonec pomoci (3.34) a (3.35) dostaneme

OE

2 7
- — U.
VE —op . 0
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Vysledek ma tvar rovnice diftize. Stejnou rovnici bychom dostali i pro B (vyjdeme z 1) a
pouzijme obdobny postup). Obé rovnice tedy miZeme zapsat takto:

<v2 — "“;) { g } = @), (3.36)

Pozndmka: Protoze div rot = 0, z rovnice (3.32) vyplyva, ze V-J=01V kovu, kde
plati Ohmuv zakon, z (3.35)) plyne rovnice (3.34]) (v kovu v ustéleném stavu neexistuji volné
naboje).

Uloha 3.5 Vodi¢, ktery je popsan vodivosti o a permeabilitou i = jio, zapliiuje poloprostor
z > 0. V oblasti z < 0 je vakuum. Magnetické pole tésné nad povrchem vodice je

B 0 T By cos wt (3.37)
a je rovnobézné s povrchem. Naleznéte ustélené feseni rovnice ([3.36)) uvniti vodice (pro z > 0).
ResSeni: Nejprve formulujme okrajovou podminku v z = 0. Podle zadani je i ~ po, a tedy
na rozhrani jsou spojité normalové i te¢né slozky B, viz. podminky 1} a 1} Hledané pole
tésné pod rozhranim je tedy ddno pravou stranou (3.37)). Pfi vypoctech je vyhodné pouzit
komplexniho vyjadfeni, proto tuto okrajovou podminku napiseme ve tvaru
= Re {EO exp (—iwt)} : (3.38)

—

B

z=0+

Vzhledem k symterii tilohy (vodi¢ je rozlehly ve sméru x a y) bude pole zéviset pouze na z (a
samoziejmeé i na t). V ustaleném stavu bude mit feseni tvar:

B(z,y, z,t) = Re {l;(z) exp (—iwt)} : (3.39)

kde Z;(z) je zatim nezndma komplexni funkce. Po dosazeni d3.39|) do (|3.36b obdrzime

d2b -

—— 4+ kb= 3.40
kde
1474 1474
k= \Jiouw = \j_;,/_a,uw = ;”, (3.41)
2

= —— 3.42
p— (3.42)

P1i Gpravach byly pouzity vztahy

1 =ex <17T> Vi = ex (zﬂ) = cos <W> + 7 sin (W> _ 1t
- Py ) VEEERU) T 1) 2
Obecné Feseni rovnice (3.40) je

l;(z) = Cy exp (ikz) + Cyexp (—ikz) = Cy exp (zé) exp (—z) + C exp <—z§> exp (;)

Aby bylo feSeni omezené v z — oo, musime polozit Cy =0.Z podminky {D vyplyva
C1 = By. Hledané pole je tedy

E(z, t) = Re {éo exp (—; + zg — iwt)} = Byexp (—;) cos (wt — z) ) (3.43)
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Elektrické pole ur¢ime pomoci rovnice (3.32)) a (3.35)),

_ 1 - = 1~ = B,
E(z,t) = —V x B=Re {V X [Bo exp (ikz — z'wt)]} _ & Re {ik exp (ikz — iwt)}
o o o
= ié’z X éoRe {exp <zk‘z —iwt + z?m>}
ol 4
= [ & x Byex <—Z> cos (Z — wt + 37r>
S Nop AN o 4
= :’;B?O X €, exp (—;) cos <wt — g + Z) . (3.44)

Nakonec z Ohmova zakona (3.35)) mtizeme urcit proudovou hustotu

- - [ow 5 z z w
J(z,t) =0E(z,t) = 730 X €, exp (—5) cos (wt —5 + 4) : (3.45)

Rozlozeni proudové hustoty J (Foucaltovy proudy) uvnit¥ vodife je znizornéno na obrazku
. J le#i v rovingé rovnob&né s rozhranim a, podobné jako E a B predstavuje pricnou
exponencialné tlumenou postupnou vlnu. Tzv. skinovd hloubka ¢ charakterizuje hloubku pri-
niku pole do vodic¢e. Pro méd pfi pokojové teploté je o' = 1.68 x 1078 Q-m, odkud § =
6.52 x 1072/,/v(Hz) m, kde v = w/(27), a tedy napt. pro v = 10" Hz je § = 0.021 mm.

Uloha 3.6 Naleznéte pole v piimém vodici, ktery mé tvar véalce o poloméru a a kterym
protéka proud
I = Iyexp (—iwt) (3.46)

(pouzivame komplexni symboliku a jak je zvykem nepiseme Re) ve sméru jeho osy.
Reseni: Vzhledem k symetrii problému pouzijme cylindrické souradnice, pficemz osa z bude
totozna totozna s osou valce.

7 Ohmova zakona plyne, Ze pole E bude mit jedinou nenulovou slozku F.. Vzhledem
k valcové symetrii problému bude F, zaviset pouze na vzdalenosti r od stfedu vodice. Pro
predepsanou harmonickou ¢asovou zavislost pak

E. = R(r)exp (—iwt) . (3.47)

Tuto funkci dosadime do rovnice (3.36) v cylindrickych soufadnicich (operator V2 je dan
vztahem ({A.10))). Odtud dostaneme rovnici pro funkei R(r)

R" + 1R’ +k*R =0,
T

kde komplexni konstanta k je opét definovdna vztahem ({3.41)). Diferencidlni rovnice pro R je
Besselova rovnice (2.64) pro p = 0. Podle (2.68) tedy mame FeSeni

R= AJ()(k’T) + BNO(]{ZT’)
Funkce Ny(kr) (i pro komplexni k) neni regularni v r = 0 (stfed vodice), a proto B = 0. Tedy

E. = AJy(kr)exp (—iwt) . (3.48)
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1 T T T 1 1 1 1
or=20
0.8F of=1/4 |
of = 21t/4
0.61 ot =31/4 |7
of = 4rnt/4
0.4r ot =51/4 | ]
of = 6m/4
0.2F oft=Tr/4 | ]
Qz 0
™
-02F -
0.4} -
-0.6F -
-0.8F -
_l 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Obréazek 3.2: Zavislost normované proudové hustoty J,/Jo, Jo = y/ow/uBy, na normované

vzdalenosti 2/ v ruznych ¢asech t (osa y byla zvolena ve sméru vektoru éo, tak aby vektory
E a J mély smér z).
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Pro proudovou hustotu plati
J,=0FE, = cAJy(kr)exp (—iwt) . (3.49)

Magnetické pole vypocteme z rovnice ({3.31]), kde pouzijeme cylindrické soufadnice:

iwB=V x E = _A&]oa(kr) exp (—iwt) €, = AkJy(kr) exp (—iwt) €.
r
Odtud ”
B, = —Z—Jl(lm“) exp (—iwt) . (3.50)
w

K urceni konstanty A pouzijeme podminku
I:/f-dgz/szS,

do které dosadime (3.46) a (3.49)); odkud

21 a a

ka
20 A
Io = / o AJo(kr)dS = o A / / Jo(kr)rdrde = 2o A / Jo(kr)rdr = =22 / To(s)sds.
00 0 0

k

Posledni integral snadno vypocteme pomoci vztahu (B.11]), ve kterém zvolime v = 1

ka
/Jo(s)sds = kaJy(ka),

0

a pak jiz mizeme vyjadrit hledanou konstantu

kI
A= ————. 3.51
2noady(ka) (8:51)
Ovétte, ze stejny vysledek dostaneme, pokud uré¢ime magnetické pole vné vodice
1
By(r) = e > a, (3.52)

onr’

(zndma4 aplikace Ampérova zékona v integralnim tvaru, viz. HRW odst. 30.3) a pak pouZijeme
okrajové podminky na rozhrani r = a.

Pouzijte vztah k vypoctu pole staciondrnim proudu, tj. vypocitejte By pro w — 0.
Vysledek porovnejte se vztahem (30.22) v HRW.

RozloZeni poli uvnit¥ vodife je znézornéno na obrazku [3.3] Poznamenejme, ze v tomto
pripadé, bylo nutné vy¢cislit Besselovy funkce komplexniho argumentu.
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0.8f |
----- E, 8/a=0.1
— B, 8/a=0.1
S 06F| E, 8/a=0.3 _
g — B, 6/a=0.3
% E, 8/a=1.0
— 0.4} B, 5/a=1.0 !
N
g 4
=
w 0.2 4 .
0 .
_02 C- 1 - 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Obrézek 3.3: k tloze[3.6] Zavislost normovangch poli E.(r)/E.(a) a By(r)/By(a) na normované
vydélenosti od osy vélcového vodice r/a pro rizné hodnoty parameteru 6.



Kapitola 4

Elektromagnetické viny

4.1 Elektromagnetické vilny ve vakuu

Uloha 4.1| V oblastech vakua bez volnych nabojt a proud maji Maxwellovy rovnice tvar

L OB

E=-""2 4.1
V x 5 (4.1)
. OE
V x B = 50#05, (42)
V-E=0, (4.3)
V-B= (4.4)

Jedna se o vazané parcidlni diferencidlni rovnice (4.1) a (4.2)) doplnéné podminkami (4.3)) a

(4.4). Odstraiite vazbu mezi rovnicemi (4.1)) a (4.2)).
Reseni: Na rovnice (4.1)) a (4.2) aplikujeme operaci rotace a dostaneme

— 270 _ —
VxVxE=V(V-E)-VE=V x (_825) =~ (VX B) = —copo 5
VXVXBEV<V~B)—V2B:VX (&)Mom) = Eollo, (VXE)Z—&)MOﬁ.

Operator V? je definovan vztahem (3.5). Piihlédneme-li k rovnicim (4.3)) a (4.4), dostaneme

vlnovou rovnici
02 E
2 — opio—s = b= 4.5
(V €ouoat2>{ 7 } (4.5)

Uloha 4.2 | Hledejme feseni rovnice 1) v kartézkych souradnicich. Pak, vzhledem ke vztahu

1' kazd4 kartézska slozka vektori E a B vyhovuje skalarni vlnové rovnici

82

(Toto tvrzeni neplati v kiivocarych souradnicich.) Ukazte, Ze FeSeni skalarni vlnové rovnice ma
tvar postupnych vin

f(Ft)=g(m-7—uot), (4.7)

44
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FFE) = h(ii-F+ot), (4.8)

N7

siticich se rychlosti
1

vV EoHo

ve sméru a proti sméru jednotkového vektoru 7.
Reseni: Uvazujme napi. funkci (4.7)), oznaéme u = 7 - 7 — vt a pocitejme

(4.9)

af 398u_@n of 898u_@(_v)
dr  Oudxr Ou U T Ot Ouodt Ou ’
o _o (o9 \_ P, 0P _0fog | &%,
or2 ~ 0x \ Ou M | = ou2 ™ T 92 ot | ou Coou?
Po dosazeni do ) dostaneme
0%g D*g , 0% g ,
82(71 +n +n)—80u0@v:w WU = 0.

Posledni rovnice je splnéna, pokud plati (4.9)). VSiméte si, ze g(u) a h(u) jsou libovolné dvakrat
diferencovatelné funkce.

Uloha 4.3 Ukazte, e stojatd vina f(z,t) = Asin(kz)cos(kvt) je Tesenim vlnové rovnice

Vv

(4.6) a vyjadrete ji jako soucet dvou vln Sificich se ve sméru a proti sméru osy z.

Uloha 4.4| (a) Ukaite, Ze fesenim vlnové rovnice 1' je monochromaticka rovinna vlna

(7
(

=
*1

t)
t)

—

Ens (E-F—wt+<pe) = Re [5exp (ilz-?—z'wt)] ) (4.10)
By, sin (E-F—wt—k%) = Re [Bexp (iﬂf—iwtﬂ : (4.11)

os]]
!

(b) Kazdé feseni Maxwellovych rovnic je feSenim vlnové rovnice . Opacné tvrzeni neplati.
Jaké podminky musi spliiovat a (4.11)), aby byly feSenim Maxwellovych rovnic? (c)
Nakreslete vektory E, Bak.

Reseni: (a) Jednoduchou tipravou vyrazu

- w
ik — it = ik <ﬁ-F— t)

k
zjistime, Ze (4.10) a (4.11) maji tvar (4.7)), pokud plati

w
k=— 4.12
- (412)
a —
k= k. (4.13)

(b) Po dosazeni ({ a ({.11)) do (4.1)—(4.4) dostaneme

z'/%‘xgziwzs, ik x B = —iweopol, ik-E=0, i

=

oM
I

o

VsSechny tyto rovnice budou splnény, pokud
kL€ a kxE=uwB (4.14)
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4.2 Elektromagnetické viny v latkovém prostredi

Uloha 4.5| Piedpoklddejme homogenni nevodivé prostiedi bez volnjch nabojt a proudi,
harmonickou ¢asovou zavislost poli ~ exp(—iwt) (pouzivime komplexni symboliku) a materi-

alové vztahy . L .
D=¢FE, B=uH. (4.15)

(a) Ukazte, ze Maxwellovy rovnice pfejdou do tvaru

V x E = iwB, (4.16)
V x B = —iepwkE, (4.17)
V-E =0, (4.18)
V-B=0. (4.19)

(b) Jedna se o vazané parcidlni diferencialni rovnice (4.16) a (4.17) doplnéné podminkami
4.18)) a (4.19). Odstraiite vazbu mezi rovnicemi (4.16) a (4.17).

ReSeni: (a) Pfedpokladanou ¢asovou zavislost poli miizeme zapsat vztahy
E(7,t) = Re [Ew (7,1)], kde Ee (7,1) = E,, (F) exp(—iwt), (4.20)
B (7't) = Re | Bex (1 1)] , kde By (1) = B,, () exp(—iwt). (4.21)

Po dosazeni do — a pouziti materidlovych vztahi dostaneme hledané rovnice. VSiméte
si, ze tyto rovnice plati jak pro komplexni funkce E, (7) a B, (7), tak pro komplexni funkce
Eey (7)) a Bey (7). V daldim textu pouZijeme b&nou konvenci: ve vztazich typu a
nebudeme psat Re[...] a také vynechdme index cx.

(b) Stejnym postupem jako pfi odvozeni rovnice dostaneme Helmholtzovu rovnici

(V2 +#?) { g } =0, (4.22)

kde
k? = pew?. (4.23)

Uloha 4.6 Ukaite, Ze monochromaticka rovinna vlna a @ je fesenim Helmholtzovy
rovnice (4.22)) a Maxwellovych rovnic v latkovém prostredi ([4.16)—([4.19). Plati znovu vztahy
[@12), (&13) a ([@.14)?

Reseni: Aby (4.10) a (|4.11b vyhovovaly rovnici , musi byt velikost vlnového vektoru k
dana vztahem (4.23)). Vztah (4.12)) tedy plati, avSak namisto (4.9) musime pouzit vztah

v=—. (4.24)
Ostatni zminéné vztahy zistavaji v platnosti.

Uloha 4.7 Obecné jsou veli¢niny ¢ a p komplexnimi funkcemi frekvence w. Zdivodnéte,
pro¢ v tomto pfipadé nejsou postupné viny (4.7)) a (4.8)) fesenim Helmholtzovy rovnice.
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Uloha 4.8| Reste Helmholtzovu rovnici pomoci metody separace proménné v kartézskych

soufadnicich.
ResSeni: 7 rovnice |} vyplyva, ze libovolné kartézska slozka vektort £ nebo B vyhovuje
rovnici

(A+K)F=0. (4.25)
Posledni rovnici vyresime podobnym postupem jako v tloze Predpokladame
F(z,y,z) = X(2)Y (y)Z(2). (4.26)
Po dosazeni do (4.25]) dostaneme
X// Y// Z//
e
X * Y + Z
Kazdy clen na levé strané zavisi pouze na jedné proménné a soucet téchto ¢lent je roven

konstanté. Cela rovnice musi platit pro vSechna x, y, z. Tyto podminky je mozné splnit jenom
tehdy, kdyz kazdy z ¢lenti bude konstantni

X// Y// Z//

pricemz separacni konstanty splinuji podminku
k2 + k; + k2 = k* = pew?’. (4.28)

Vidime, Ze namisto feseni parcialni diferencialni rovnice (4.25)) musime Tesit tii obycejné dife-
rencialni rovnice (4.27)), jejichZ obecnd feSeni vytvorime pomoci funkei

exp (ik,z), exp(Likyy), exp(Lik.z).

Uloha 4.9 Porovnejte vysledky tiloh a .

4.3 VInovody a rezonatory

Uloha 4.10| Planarni zrcadlovy vinovod je tvofen dvéma rovnobéZnymi nekoneéné rozleh-

Iymi rovinnymi sténami, jejich# vzdalenost je a (obr. [4.1] vlevo). Prostiedi v duting vlnovodu
je charakterizovano konstantami € a p. Stény jsou z dokonale vodivého materidlu (kovu). Vy-

T | T 4

Obréazek 4.1: Znazornéni prifezu dutiny plandrniho (vlevo) a pravothlého (vpravo) vlnovodu.
Prufez dutiny vlnovodu se neméni podél osy z (tzv. osy vinovodu).

Setfete Sifeni vin ve vlnovodu. Tip: Predpokladejte, ze vysledné pole vznikne superpozici dvou
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N7

rovinnych vln, §ificich se v roving (z, z) a uvazujte dvé moimosti (a) E ||y, (b) B | .
Reseni: Hledame feseni Maxwellovich rovnic v oblasti 0 < x < a, které splituje okrajové
podminky problému. Uvniti dokonale vodivého materialu je E=0aB=0.% podminek
na rozhrani a tedy vyplyva, Ze na okrajich dutiny (na rozhranich mezi dutinou a
dokonale vodivym materidlem) jsou nulové tecné slozky elektrického pole a normalové slozky
magnetického pole:

=0, (4.29)

=0. (4.30)

(a) Reseni vyjadiime jako soucet dvou harmonickych rovinngch vin
E, = {Ely exp (z/% : F) + &y exp (2152 . 'F)} exp (—iwt) . (4.31)

Dalsi postup porovnejte s obr. . Podle zadani lezi vinové vektory v roviné (z, z), tj.
kiy = koy = 0. Déle si pfipomenme, Ze velikosti obou vektort musi byt stejné

— W\/EL. (4.32)

Obrazek 4.2: Vlnoplochy a vlnové vektory rovinnych vin jejichz souc¢tem vznikne tzv. mod
vinovodu, tj. feSeni Maxwellovych rovnic, které spliuje vSechny okrajové podminky problému
(na rozdil od obr. [4.1] je vodorovné vynesena osa z).

Nyni pouzijeme okrajové podminky (4.29). Okrajovad podminka

E,| 0

=0+

vede k rovnici
Ery exp (ik1,2) + Egy exp (ik2.2) = 0,

ktera musi byt splnéna pro libovolné z. Jeji feseni je tedy

gly:—ggyEg, k’lzzkngﬂ.

Vlnové vektory obou vln tedy maji stejnou slozku ve sméru osy z. Protoze velikosti obou vl-
novych vektori jsou stejné (4.32), musi platit k1, = +ko,. Znaménko + v8ak musime vyloudit,
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protoze by v tomto pripadé platilo k1 = ks a soudet obou vin by byl roven nule. Odtud
vypl§vé kiy = —koy = k. Pro oba vlnové vektory tedy plati k1 = (ky,0,8) a ks = (—ks, 0, B).
Okrajova podminka
Ey|:c:a— =0
vede k rovnici
Eexp (ifz + ikya) — Eexp (ifz — ik,a) =0,

odkud vyplyva
exp (i2k,a) = 1,

a tedy
ey = 20 = 41, 42,43, ... (4.33)
a
Linearné nezavisla feseni tedy jsou
B = €, Ap exp (iBpmz — iwt) sin (mx> L om=1,2,3.., (4.34)
a

kde A,, je libovolné (komplexni) konstanta a 3, je vzhledem k podmince (4.32)) ddno vztahem

o= () ()~ (), 459

Sami ukazte, ze stejna FeSeni lze jesté snadnéji obdrzet, aplikujeme-li dané okrajové pod-
minky na vysledek tlohy [4.8
(b) Vysledné pole opét predpokldddme ve tvaru soué¢tu dvou vin

B, = {Bly exp (zlgl . f’) + By, exp (zlgz . f’)] exp (—iwt) .

Protoze vektor B je teény k rozhrani, podminku (4.30]) nelze pouzit. Abychom mohli pouzit
okrajovou podminku (4.29)), vypocteme £, pomoci (4.17])

—icpuwk, = [ik‘lxb’ly exp (zl% . F) + ko Bay exp (ZEQ . F)} exp (—iwt) .

Okrajova podminka

E,| 0

r=0+
vede k rovnici

klzBIy exp (ZklZZ) + kaBQy exp (Zk'QZZ) =0. (436)
Tato rovnice musi platit pro libovolné z. Odtud, stejné jako v ptipadé (a), vyplyvaji vztahy
pro vlnové vektory obou vln ky = (k,,0,5) a ky = (—k,,0, ). Dosadime-li tyto vyrazy do

(4.36) dostaneme
Bly = Bgy = B.

Okrajova podminka
Ez|m:a— =0

vede k rovnici

k.Bexp (ifz + ikya) — k. Bexp (ifz — ikya) = 0.
odkud opét vyplyva podminka (4.33)).

Linearné nezavisla feseni tedy jsou

B,, = €yAm exp (15,2 — iwt) cos <m7r$) , m=12,3,..., (4.37)
a
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kde A,, je libovolnd (komplexni) konstanta a /3, je opét dano vztahem (4.35)).

Sami ukazte, Ze stejna feseni lze jesté snadnéji obdrzet, aplikujeme-li dané okrajové pod-
minky na vysledek tlohy [4.8|

Reseni a se oznacuji jako TE,, resp. TM,, mody vinovodu. Kazdy mod je
vytvofen souc¢tem dvou rovinnych vin (obr. a predstavuje stojatou vlnou ve sméru osy
z (srovnejte s tlohou [4.3). Priimét vinovych vektorti obou vin do osy vlnovodu (osy z) S,
se nazyva konstanta Sifeni a je dan vztahem (4.35) (vztah je stejny pro TE i TM mody,

vvvvvv

Vsimeéte si, ze (3, je redlné, pokud plati

w >

= Wi, 4.38
" (4.38)

N7

a ze v tomto pfipadé piislusny (m-ty) mod predstavuje postupnou vinu, $iFici se ve sméru osy
vlnovodu. Pro (,, imaginarni, tj. pokud je w < w,,, pole modu podél z exponencialné klesa,
a tedy takovéto mody se nemohou §ifit neomezené podél vlnovodu (tyto mody se nazyvaji
evanescentni). Proto se w,, nazyva mezni frekvence (m-tého modu).

V pripadé (a) je vektor E kolmy na smér &feni modu (odtud nézev TE) a vektor B lex
v roviné (z, z) (napiste jeho slozky). V pfipadé (b) je vektor B kolmy na smér sifeni modu
(odtud nézev TM) a vektor E lezi v roviné (z, z) (napiste jeho slozky).

Fazova rychlost modu je

Vi = o = ! , (4.39)

B /1 — (W fw)?

coz je vétsi nez v a tedy ve vakuu vétsi nez c. Energie nesesnd modem se vSak Sifi grupovou
rychlosti
dw
Vgm = == = 03/ 1 = (Wm/w)* < v. (4.40)
dBm

Uloha 4.11 Naleznéte mody pravothlého vinovodu. Prifez dutiny vinovodu mé tvar obdél-
niku o stranach a a b (obr. vpravo). Stény vlnovodu jsou z dokonale vodivého materiélu.
Reseni: Hleddme TeSeni rovnice splnujici vSechny okrajové podminky problému, tj.
spliujici podminky a (4.30). Pouzijeme vysledky tlohy [4.8]

Uvazujme napf. slozku E., kterd je nulovd na vSech okrajich dutiny vlnovodu. ReSeni
splnujici tyto okrajové podminky ma tvar

E, = A, sin(k,x) sin(kyy) exp (ifz — iwt)

kde
kya =mnm, kb=nm, mn=0,1,2....

Konstantu siteni (,,, = k. ur¢ime pomoci vztahu (4.28]):

= (3 () ()] aan

Vsimeéte si, ze [5,,, je realné, pokud plati

w > vw\/<7z>2 + (7;)2 = Wmn, (4.42)
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B/k

Obrazek 4.3: K tloze4.11] Zavislost normované konstanty $ifeni 3,,,,/k na normované frekvenci
ka = wa/v, indexy m,n jsou uvedeny u kazdé kiivky. P¥i vypoctu bylo zvoleno a/b = 1, 5.

kde w,,, oznacuje mezni frekvenci. Zavislosti pro nékolik nejnizsich modu a frekvence
splnujici podminku jsou ukazany na obrazku .

Nyni uréime zbyvajici slozky vektorti pole. Podle vysledkt tilohy |4.8a vyuzitim okrajovych
podminek dostaneme

E, = X(x)sin(kyy) exp (ifz —iwt), E, =sin(k,x)Y (y)exp (ifz —iwt),

kde X (x) je zatim nezndma linedrni kombinace funkei sin(k,x) a cos(k,z) a Y (y) je zatim
neznama linedrni kombinace funkci sin(k,y) a cos(k,y). K urceni téchto funkci pouzijeme

podminku (4.18)) odkud vyplyva

dX ay
o sin(k,y) + sin(k;x:c)d— + i A, sin(k,x) sin(k,y) = 0. (4.43)
T Y

Tato rovnice musi byt splnéna pro libovolné x a y. Zvolime-li napt. x = 0, dostaneme

dX

o -0
dx |, ’

=0

coz je mozné pouze kdyz dX /dz o sin(k,x). Odtud X = A, cos(k,x). Obdobnym zptisobem
(volba y = 0) ur¢ime Y = A, cos(k,y).

Konstanty A nejsou nezavislé; dosadime-li nalezené funkce X a Y do rovnice dosta-
neme podminku

A0 Ay"% — i A By = 0. (4.44)
a
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Elektrické pole lze tedy vyjadrit vztahy

A, cos <

x) sin (mr >
b y

Emn(ma Y, z, t) = Ay sin <$) COS (ng‘-y) exp (ZanZ - ZO‘)t) : (445)
a

A, sin <mx) sin (my)
a b

Magnetické pole vypoéteme pomoci (4.16)

nim i . mT nim
(A = iy ) sin () cos ()

iwBmp (2,7, 2, 1) = (iﬁmnAa; _ WAZ> COS (mﬂx> sin <nb7ry) exp (ifBmnz — iwt) .
a a

mT ni mm ni
("o =T ) cos (%) o (570)
(4.46)

Vsiméte si téchto skutecnosti: Jednotliva linedrné nezévisla feseni Maxwellovych rovnic (tj.
mody) lze klasifikovat pomoci dvou nezapornych celych ¢isel m, n. Abychom obdrzeli netri-
vidlni feSeni (nenulové pole), musi byt alesponl jedno z téchto ¢isel nenulové. Konstanta Sifeni
modu je dana vztahem . Ptislusnéa rozlozeni poli jsou dana vztahy a , které
vzhledem k podmince obsahuji dvé nezavislé konstanty, napi. A, a A,, tj. kazdy mod
je dvojnésobné degenerovan. Mody pfedstavuji stojaté viny v pfiéném sméru a (pro redlné )
postupné viny v podélném sméru.

Pro ilustraci je na obr. vykresleno pri¢né rozlozeni slozky FE, (tj. E.(z,y, z,t) pro ur¢ité
z a t) pro nékolik nejnizsich modi.

M

Uloha 4.12 Modem vlnovodu (umisténého podél osy z) nazyvame feseni Maxwellovych

rovnic ve tvaru B )
E(:U7 Y% t) sz(‘xa y) . .
g “ 1B vz = wWt). 4.47

{ B(z,y,21) } { B,(z,y) [P (18,2 — iwt) (4.47)

Resenf ligici se multiplikativni konstantou povazujeme za stejny mod. Index (¢i mnoZina in-
dexil) v rozlisuje jednotlivé mody. (V piipadé degenerace odpovidé urc¢itému (3, vice moznych
rozlozeni E,(x,y) a B,(x,y), tuto situaci bychom mohli popsat pouzitim dalsiho indexu, ktery

je zde pro jednoduchost vynechdn.) Pomoci vysledkii tloh a ovéite vhodnost této
definice.

Uloha 4.13 V tlohéch a jsme mlcky piedpokladali, Ze se mody vlnovodu Siii ve
sméru +z. (a) Jak se zméni FeSeni téchto tloh, budeme-li pfedpokladat Sifeni modi ve sméru
—z7 (b) Ovéfte platnost tvrzeni: Ke kazdému modu oznacenému indexem v a popsanému
vztahem existuje mod, ktery ozna¢ime indexem u, pro ktery plati

Bu=—b (4.48)

Eux(may) = E,w(:v,y), Euy($7y) = Euy(ijy% EVZ(xay) = _Eﬂz(xay)a (4'49)
Bw(x,y) - _Bwﬂ(xay)7 Bl/y(xvy) - _Bﬂy($’y)7 Bl,z(x,y) = Buz(xvy)‘ (450)
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15"

I

-0.5

Obrazek 4.4: K tloze [4.11] Znazornéni slozky pole E, v prirezu vinovodu pro nékolik rtznych
modt. Indexy m, n, jsou uvedeny v levém hornim rohu kazdého obrazku. Na vodorovné ose je
vynesena normovand soufadnice x/a, na svislé ose je vynesena normovand soufadnice y/b.
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Poznamenejme, Ze toto tvrzeni plati pro libovolny vlnovod. (c¢) Jsou mody v a u linedrné
nezavislé?

ReSeni: (a) Pfedpokladany smér §ifeni modii je skryt ve volbé znaménka odmocniny
nebo (4.41)). Zde tedy zvolime znaménko —. Vztahy popisujici rozloZeni pole se nezméni.

(b) Platnost (4.48) vyplyva z vysledki tkolu (a). Vztahy a ovéiime pomoci
(4.45), (4.46) a (4.44), kam namisto B,,, = p, dosadime —f,,, = —f, = f,. Podobné ovéfime
toto tvrzeni pomoci vysledki tlohy (Je vhodné si uvédomit, ze konstanta A,, je libovoln4,
takze pfi zdméné (,, — —fF,, pro TM mody miiZeme zménit jeji znaménko.)

(¢) Ano.

Uloha 4.14 Naleznéte vlastni kmity elektromagnetického rezonatoru, jenz mé tvar kvadru
o stranach a, b a c¢. Stény nechf jsou z dokonale vodivého materialu.
ResSeni: Hleddme feSeni rovnice (4.22) splitujici viechny okrajové podminky problému, tj.

spliiujici podminky (4.29) a (4.30). Vidime, Ze se jedna o stejné zadani jako v tloze [4.11]
pridame-li navic okrajové podminky

E:c| = Ey|

z=0+ = 07 Ex|Z:C_ = Eyl =0.

Z=C—

z=0+

Abychom splnili vSechny okrajové podminky, vyjadiime feSeni jako superpozici modu obdél-
nikového vlnovodu (byly vypocteny v tloze . Snadno lze zjistit, ze stac¢i uvazovat pouze
dva odpovidajici si mody, které se sifi ve smérech 4z, mezi kterymi plati vztahy popsané v
uloze m (srovnejte také s ulohou . Vysledné pole ma tvar

E(z,y,z,t) } { E,(z,y) } . _ E.(z,y) . .
S =< 2 exp (if,z —iwt) — ¢ = exp (if,z — iwt) .
{ B(z,y,2,1) T,y By(z,y) g
Skute¢né, napt. pro E, mame
E (x,y,2,t) = E,u(z,y) exp (if,z —iwt) — B, (v, y) exp (if,z — iwt)

= E,.(x,y)exp (if,z —iwt) — E,.(z,y) exp (—if,z — iwt)
= 2iFE,.(z,y)sin (8,2) exp (—iwt) .

Vratime-li se k oznaceni podle (4.45) je

E.(z,y,2,t) = 2iA, cos <'n”;77x) sin (nbﬂy) sin (Bmnz) exp (—iwt) .

Okrajové podminky budou splnény pokud f,,,c = pm, kde p = 0,1,2,.... Odtud a pouzitim
(4.28) kde k, = £0,,, dostaneme

W= m)\/<72)2 + (2)2 + (i)% (4.51)

Podobné vypocteme dalsi slozky pole a dostaneme

mm . nw . [ PT
C, cos (x) sin <y> sin <z)
a b c

E(x,y,2,t) = Cy sin <Wx> coS (n;y) sin (mz> exp (—iwt) (4.52)
a c

. [/mm . [nT P
C, sin (:L’) sin (y) cos <z)
a b c
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<WC'Z — ch) sin < a:> oS <my> Ccos (mz)

b c b c

iwB(r,y, 2,t) = (mCx — WC'Z) cos ( Wx) sin (Wy) cos (Wz> exp (—iwt),
c a a b c

<m7TC’y - mCx) cos <m7r$) cos (my) sin (mz>
a b a b c

E

S o

(4.53)
kde C, = 2iA,, Cy, = 214, a C, = 2A,. Tyto konstanty vSak nejsou nezévislé, z (4.44) vyplyva
m n D
C,—+C,—+C,—=0. 4.54
a + Yy b + c ( )

Pro danou trojci ¢isel m, n, p tedy feseni obsahuje dvé nezavislé konstanty, tj. kazdy vlastni
kmit je dvojnasobné degenerovan. Mozné frekvence vlastnich kmit rezonatoru jsou dany

vztahem (4.51)). RozlozZeni poli odpovidajici jednotlivym frekvencim udavaji vztahy (4.52) a
(4.53) spolu s podminkou (4.54)).

Vsimnéte si, ze jsou-li alespont dvé z ¢isel m, n, p rovny nule, je pole rovno nule. Proto pro
nejnizsi frekvenci vlastnich kmit bude pravé jedno z téchto ¢isel rovno nule.



Priloha A

Diferencialni operace

Kartézské soufadnice (z,y, z)

; of . of . of

V=t +ag ey (A1)
VoA- G S O (4.2)
6x£:e}<6£ agi)wy (‘?;—agf>+@ (‘%—ag;) (A.3)
V.-Vf=Af= 82f+22f+gz (A4)
V2A = 2,AA, + E,AA, + E.AA, (A.5)
Cylindrické soutadnice (r, ¢, z)
Vf = e*Tg‘ered)ig“;Jrezaﬁ (A.6)
VA= 71‘887“ (rA,) 185?; L 94 (A7)
VxA=é, (iaﬁf; %) + (aér - 8£Z> + ezi laar (rdy) — %1’“1 (A8)
V-Vf=Af ?E <r%f>+:2g;é+22f (A.9)
V2A = ¢, (AAT - ‘f;“ — i%) + & (AA¢ — fj + ;%‘2) +E.AA, (A.10)
Sférické sousadnice (r, 6, ¢)
Vf= gf +€glg£ +é Tsilnﬁgz; (A.11)
VA= 7“12;‘ (r*4.) + 7’811110889 (sinfAq) + rsilnﬁaﬁf;d) (4.12)
VxAd=2¢ mlne [ge (sin6A4s) — %@9]
. Lnlle %1’“ -0 (m@] vey [; (rAo) — 852’”] (A.13)
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PRILOHA A. DIFERENCIALNI OPERACE

G Groapo LO (), L 0 (g 0ry, 1 &f
V-Vf=Af= 2 (7“ a,,,> + r2sin 6 96 <s1n9 >+ 72 sin? § O¢?

10 (08 10
lPoznamka. o <r 87‘) =52 (rf)]

_r2sin9%( r2sind d¢

VA =¢, [AAr - %Ar 20 (G 0A) — 2 M@f’]
T
L (AA Ap 2 0A,  2cos# 6A¢>
€9 0~ 5 2. -

r2sin20 2 90 r2sin’6 ¢

. Ay 2  0A, 2cosf 0Ay
+ e (AA¢ r2sin®6 = r2sinf 0¢ = r2sin®6 O¢ > '

o7

(A.14)

(A.15)



Priloha B

Besselovy funkce

V tloze [2.10) jsme se setkali s rovnici

PR 1dR 2
e 1 <l<;2—:2>R:0, k0.

dr?2 ' rdr

Zavedeme-li substituci kr = x > 0, dostaneme Besselovu rovnici

2=+

d R dR (
dx? dx

~ V) R=0. (B.1)

Jeji libovolné FeSeni se nazyva cylindrickou (Besselovou) funkci¥adu v. Pokud predpokladame
feseni ve tvaru mocninné fady

oo
) =2%)  anz™,
m=0

nalezneme reseni

aie) = 3 B () B2

m=0 : (V+m+1)

kde I'(z) je Eulerova gamma-funkce. J,(z) se nazyva Besselova funkce pruniho druhu. Protoze

se jedna o diferencialni rovnici druhého fadu, musi obecné feseni obsahovat dvé nezavislé

cylindrické funkce. Pokud v neni cel€ ¢islo, je druhym nezavislym fesenim funkce .J_,.
Fyzikalné zajimavy pripad je v = p je celé ¢islo. Potom

R i (;)Mm, (B.3)

m=0 m' p + TTL)
V tomto piipadé jsou funkce J_,(z) a J,(z) linedrné zavislé, protoze plati

T_p(a) = (~1)7J,(x) (B4)

a je nutné najit jiné nezavislé feseni.

Lze ukazat Ze pro libovolné realné ¢islo v, jsou linedrné nezavislé pary J,(z), N,(z), kde
N, (z) je Neumannova funkce (Besselova funkce druhého druhu) a H\V(z), H® (z), Hankelovy
funkce pruniho a druhého druhu (Besselovy funkce tfetiho druhu)

HY(z) = J,(x) +iN,(z), (B.5)
HP(z) = J,(x) —iN, (). (B.6)

v
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Obecné feseni pak lze napsat ve tvaru
R,(z) = A,J,(x) + B,N,(x), (B.7)
nebo
R,(z) = A,HV (z) + B,H® (z). (B.8)

Vztahy — samoziejmé plati i ve fyzikalné nejcastéji se vyskytujicim pripadé, kdy
v = p je celé cislo.

Funkce J,(x) a N,(x) jsou znazornény na obrazku

Pro cylindrické funkce Z, (Z, = J,, N,, HY, H?) plati nasledujici rekurentni relace

Zur(&) + Zun(w) = 2 2,(), (B.9)
Zy1(2) — Zyin () = 2dzc;f), (B.10)
xZ,4(x) — (v—1)2Z,(x) = jx [xZ,(x)]. (B.11)

Kazda z cylindrickych funkci ma nekonec¢né mnoho kotfenti. Nejcastéji potfebujeme kladné
kofeny funkce .J,(x)
Jp(z) =0, (B.12)
v dal$im m-ty koten funkce J,(z) ozna¢ime symbolem ). Pro prvnich nékolik hodnot p jsou
nejnizsi koteny
p© =2.4048, 5.5201, 8.6537, 11.7915, 14.9309,...
pD) = 38317, 7.0156, 10.1735, 13.3237, 16.4706, ...
2)
)

1? =51356, 8.4172, 11.6198, 14.7960, 17.9598,...
, u® =6.3802, 9.7610, 13.0152, 16.2235, 19.4094,...

R
I
W N = O

Besselovy funkce J, (ugy)f) Iy (ug')%) , ... tvorl uplny systém ortogonalnch funkci na in-

tervalu (0, a), tj. plati

a 0, n #m,
/a:J,, (M;wx) 7, (MW) dv={ a2 o (B.13)
] a a 5 [J,,H (u )} , n=m.

m

Pozndmka: obecné lze cylindrické funkce definovat i pro komplexni argument (x nahradime
komplexnim ¢islem z) a také v mize byt komplexni ¢islo. Vyse uvededé vztahy piitom zistavaji
v platnosti.
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Obrazek B.1: Besselovy funkce J,(x) a N,(x).
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