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B Besselovy funkce

Besselovy funkce Z,(z) fadu v jsou feSenim Besselovy diferencialni rovnice

27"(2) 4 22! (2) + (22 = v} Z,(2) = 0. (1)

Proménna z i fad ¥ mohou nabyvat komplexnich hodnot. V tomto prehledu se vsak omezime pouze na
pfipad, kdy z i v jsou realné.

Besselovy funkce jsou nesmirné dilezité, nebot velké mnozstvi tloh, které maji rota¢ni nebo sférickou
symetrii (v Ex) nebo n—¢etnou symetrii v Eq, vede k Besselové rovnici a Besselovym funkcim. Fakt,
ze Besselovymi funkcemi se vyjadiuji feSeni problémi s rotac¢ni tedy valcovou symetrii, zptusobil, Ze se
Besselovym funkcim Fik4 téZ cylindrické funkce. Toto oznaceni vSak neni vhodné, nebot také problémy
jiné povahy, napt. se sférickou symetrii, vedou k Besselovym funkcim. Mluvi se pak napf. o sférickych
Besselovych funkcich a je zfejmé, ze pouzivat v této souvislosti nazvu cylindrické funkce je jen obtizné
mozné.

O Besselovych funkcich existuje rozsahla literatura, o niz si lze udélat aspon ¢aste¢nou predstavu
nahlédnutim do p¥iruéek [1 — 4].

Optické systémy maji ¢asto rota¢ni symetrii, a proto je samoziejmé, ze se pii optickych vypoctech
Besselovych funkci hodné pouziva.

Besselova rovnice (1) mé tvar, z néhoz neni a priori zfejméa jeji diilezitost. Uvedeme proto v odst.
B.1.2 a B.1.3 priklady, jak se k Besselové rovnici dospéje pii feSeni parcidlnich rovnic, konkrétné vinové
rovnice.

B.1 Priklady vedouci k Besselové rovnici
B.1.1 Vlnova rovnice a Helmholtzova rovnice

Vlnéni ¥ (7,t) v neabsorbujicim homogennim a isotropnim prostfedi vyhovuje vlnové rovnici

1 0°w(7,t)

VQW(F, t) == 1)2 T, (1)

v niZ ¥ ma vyznam polohového vektoru (v Ey), t je ¢as, V2 Laplacetv operator (v Ex) a v je (konstantni)
fazova rychlost.

Vlnova rovnice (1) je linedrni a homogenni. Proto se pii jejim feSeni ¢asto pouziva Fourierovy metody
feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic, kdy se hledé feSeni ve tvaru linearni kombinace partikularnich
feSeni a kazdé z téchto partikularnich feSeni mé tvar souc¢inu dvou funkci,

w(r,t) = (F)7(t), (2)

z nichZ jedna je funkci pouze polohy 7 a druhd pouze casu t. Proto se této metodé feseni parcialnich
diferencialnich rovnic fika také metoda separace proménnych. Jeji aplikaci lze prevést feSeni parcialni
diferencialni rovnice na feSeni nékolika obycejnych diferencialnich rovnic a Besselova rovnice byva jednou
z nich.

Dosadme tedy souéin (2) do vlnové rovnice (1). Dostaneme

H(OV(7) = () T @

a znasobenim obou stran rovnice (3) vyrazem v2/[¢)(7)7 ()] dosp&jeme k rovnici

1}2 Vzd)(’_') — @ (4)
() T(t)’
jejiz leva strana je funkci pouze polohy a prava pouze ¢asu. Tato rovnost musi platit pro vSechny polo-
hové vektory 7 a pro libovolny ¢as t. To je mozné jen tehdy, kdyZz obé strany rovnice (4) jsou rovny téze
konstantni hodnoté. Predpokladédme-li, Ze partikuldrni feSeni (2) pfedstavuje harmonickou vlnu, je tato
konstanta separace zaporna. Oznacéime ji —w?. (Prava strana rovnice (4) pak vede na rovnici harmonic-
kych kmitt 7(¢) + w37 = 0 a jeji feseni, jak zndmo, jsou 7(t) = exp(Fiwt) resp. coswt, sinwt). Z toho je
vidét, Ze w mé vyznam kruhové frekvence.)
Z levé ¢asti rovnice (4) tak dostavame tzv. Helmholtzovu rovnici (staciondrni vlnovou rovnici)
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. w2
V() + (2) v =o. (5)
v
Pro harmonické vlny mé podil w/v vyznam velikosti vlnového vektoru
w 27
—=k=—. 6
v A (6)

Proto se Helmholtzova rovnice nejcastéji zapisuje ve tvaru

V2(7) + k() = 0, (7)
Tuto rovnici lze déle zjednodusit tim, ze zavedeme bezrozmérnou proménnou
p=kr. (8)

Oznacime
u(p) = u(kr) = ¢(r) (9)

a vypocteme

Vip(R) = KE*Viu(p). (10)

Dosazenim (10) do (7) dostaneme Helmholtzovu rovnici ve tvaru

V2u(@) +u(@) = 0, (11)
v némz se konstanta k explicitné nevyskytuje.
Laplacetuv operator vyjadreny v hypersférickych souradnicich p, ¥;, ¢, i = 1,..., N—2, N-rozmérného

prostoru mé tvar

V% = iz + Eg i 2
7o p Op p2
kde V3 je diferencialni operator obsahujici nejvyse druhé derivace podle thlovych proménnych ;, ¢,
nikoli vSak podle radidlni proménné p. Konkrétné, v pripadé polarnich souradnic v Fs je

(12)

9% 19 1 92

R A 13
Vs o2 pop T R og (13)
tj.
82

B.1.2 Besselova diferenciilni rovnice celoéiselného radu

Helmholtzova rovnice B.1(11) pro dvojrozmérny prostor a vyjadfend v poldrnich soufadnicich p, ¢ mé
tedy vzhledem ke B.1(13) tvar

Pulp,p) | 10ulp,p) | 1 ulp,¢)
op? p Op p?  0p?
K feSeni této parcialni diferencialni rovnice opét pouZijeme Fourierovu metodu separace proménnych
a budeme ptfedpokladat, ze partikularni feseni maji tvar soucinu

+ulp, ) = 0. (1)

u(p,p) = R(p)P(p). (2)

Dosadime-li souéin (2) do Helmholtzovy rovnice (1), dostaneme
/! 1 / 1 1/
R'&+-RP+ p—Q@ R+ R® =0.
p

Po vynasobeni vyrazem p?/(R®) ptepiseme tuto rovnici do tvaru
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ZR//(p) +,OM +p2 — 7@H(SD) (3)
R(p) " R(p) P(p)

v jehoz levé strané jsou vyrazy zavisejici prave jen na radidlni proménné p, zatimco prava strana obsahuje
vyrazy zavisejici jen na tthlové proménné ¢. Lze tedy rovnici (3) splnit jen tak, Ze obé jeji strany se rovnaji
téze konstanté separace.

Tato konstanta separace je rovna druhé mocniné celého ¢isla. Vyplyva to z pozadavku, ze vlnova
funkce u(p, ) je jednozna¢nou funkei polohy, a tedy funkce ®(¢) musi byt periodickou funkei s periodou
27. (Prava strana rovnice (3) pii separa¢ni konstanté n? vede k diferencialni rovnici @’ + n?® = 0, jejiz
feseni &(p) = exp(xing) jsou periodické funkce s periodou 27, jen kdyZ n je celé ¢islo.)

Z levé ¢asti rovnice (3) pak dostdvame rovnici

p*R"(p) + pR'(p) + (p* — n*)R(p) =0, (4)

v niz poznavame Besselovu rovnici pro Besselovy funkce celociselného fadu n. Z vyznamu konstanty
separace n vyplyva, ze feSeni rovnice (4) dava radialni slozku R(p) partikuldrniho feseni (2) Helmholtzovy
rovnice (1), jehoZ Ghlova slozka mé n-Cetnou symetrii vzhledem k pélu p = 0. Pro n = 0 je tedy feSeni
rovnice (4) partikuldrnim feSenim nezévislym na ¢, tj. s iplnou rota¢ni symetrii. P¥i n = +1 je feSenim
rovnice (4) radidlni slozka partikuldrniho feseni Helmholtzovy rovnice, které ma jednocetnou symetrii
vzhledem k pélu p = 0, pfi n = £2 jde o radialni slozku partikularniho feseni s dvoucetnou symetrii atd.

B.1.3 Besselova diferencialni rovnice fadu n + 1/2

Shledali jsme pravé, ze v polarnich souradnicich v roviné se pro partikularni feseni Helmholtzovy rovnice
s Uplnou rota¢ni symetrii (tj. nezavislé na ¢) redukuje Helmholtzova rovnice B.1.2(1) na Besselovu
rovnici B.1.2(4) s n = 0. VySetfime nyni, jak je tomu s partikuldrnim feSenim s tplnou sférickou symetrii
v prostorech s vyssi dimenzi, tj. N =3,4,....

Kulové symetrické feSeni Helmholtzovy rovnice B.1.1(11) zavisi jen na radidlni proménné p. Plati
tedy

w(p) = u(p, Vi, ) = u(p)
a ovsem
Vau(p) = 0.
Helmholtzova rovnice B.1.1(11) se tedy (srov. B.1.1(12)) redukuje na oby¢ejnou diferencidlni rovnici
d*s N—-1du
e S u=0 1
2 + o dp +u=0, (1)

kterd vSak nemd tvar Besselovy rovnice. Zavedeme novou funkci v(p) vztahem (srov. [5], rov. 2.162 (8))

u(p) = 22, 2)
p 2

a dosadime ji do rovnice (1). Za tim téelem vypocteme

/ 1 / 51
u'(p) = = [v () — 2 . 7J(p)}
" _ 1 " N -2 / %(% - 1)
U (p> - F [U (p) - P v (p) + I ’U(P)]

Dosazenim poslednich ti{ vztaht do rovnice (1) a ipravou dostaneme Besselovu rovnici fadu % —1:

o - (;V - 1)] v(p) = 0. (3)

Funkce v(p), jez je FeSenim rovnice (3), je tedy Besselovou funkei fadu % — 1 a funkce u(p), do niz

tuto funkci dosadime (srov. (2)), je sféricky symetrickym FeSenim Helmholtzovy rovnice v Ex.

P2 (p) + pv'(p) +
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Hobson uz vice nez pfed sto lety navrhoval pro funkei Zy _,(z)/ (z271) (z ~_4 je Besselova funkce

fadu & — 1) nézev cylindrickd funkce hodnosti (rank) N (srov. [1], str. 129), aviak tento nazev se neujal.
Pro N = 3 se vsak bézné pouziva funkce

20(2) = /32 Zial2)

a Fik4 se ji sférickd Besselova funkce fadu nula (viz napt. [4], § 10.1).

B.1.4 Fuchsova véta

Besselova rovnice B(1) je diferencialni rovnici druhého fadu s proménnymi koeficienty. Pfi obecném fadu
v nelze vyjadrit jeji feSeni souctem konec¢ného poctu elementarnich funkci. Budeme proto feseni hledat
ve tvaru zobecnénych mocninnych fad (Frobeniovy fady). Pfitom budeme pouzivat obrati, které by se
mohly zdat nezdtvodnéné nahodilé pokud neuvedeme cil, k némuz sméfujeme. Timto cilem je tvrzeni
Fuchsovy véty ([5], A.25.7, [7], §3, [8], §§8.5, 8.6), které nyni uvedeme pro obecnéjsi piipad diferencidlni
rovnice 2. fddu, a potom budeme jeji zavéry specifikovat pro Besselovu diferencialni rovnici.

Fuchsova véta
Necht funkce p;(z), po(z) v diferencidlni rovnici

(x —20)%y" () + (x — zo)pr(2)y' () + po()y(x) =0 (1)

Ize rozvinout v mocninné fady

pi(x) = ar(x —z0)*, po(x) =D bi(x—w)* prolz—w| <R (2)
k=0 k=0
a pritom
ag + b2+ b2 > 0. (3)

Jestlize pro kofeny ry, r2 rovnice

T(T‘i’a()*].)‘i’b(]:() (4)

plati, Ze r; # ro+n, kde n = je celé ¢islo, pak fundamentalnim feSenim rovnice (1) jsou Frobeniovy fady

y1($) = ch)(l' o xo)r1+k; Cgl) £0, |:C _ 1.0| <R, (5)
k=0

yo(z) = c,(f) (x — ;EO)TQJrk; 662) #£0, |x— x| <R. (6)
k=0

Jestlize v8ak 11 = 7o +n, tvofi fundamentdlni feeni diferencidlni rovnice (1) funkce y;(x) dana vyrazem
(5) a funkce yo(z) ve tvaru

ya2(z) = Cy1(x) In |z — 20| + Z dp(x —x0)™ ™%, dy #0, |z —ax0| <R (7)
k=0

a C je koeficient, jenz mutze byt roven nule. (V pfipadé C' = 0 jsou fundamentalnim FeSenim opét
Frobeniovy fady (5), (6).)
Aplikujme nyni Fuchsovu vétu na Besselovu rovnici B(1). Je zfejmé, ze

1'0:0; pl(l’):l, pO(x):lJ*Vza R:OOa
ag=1,a,=0, k=1,2,...,
bo=—12 b1 =0, by=1, b, =0 k=34,....
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Nerovnost (3) je splnéna, nebot

agd + i+ =1+v">0.

Rovnice (4) je tvaru

r2—12=0

a jeji kofeny jsou r; = v a ro = —v, takze ry = ro + 2v. Budeme tedy rozliSovat tfi pripady:

1. Je-li 2v # n, ma fundamentalni feSeni Besselovy rovnice tvar Frobeniovy fady

i)=Y ) e, (8)
k=0

y2($) = ch(f) x*ll“rk (9)
k=0

a v odst. B.2 jsou tyto fady ztotoznény s Besselovymi funkcemi prvniho druhu J,(z) a J_,(z).

2. Je-li v = n, tvoii fundamentalni feSeni funkce y;(x) ve tvaru (8) a funkce

ya2(z) = y1(z) In|z| + Z dp vk, (10)
k=0

kterou v odst. B.3 ztotoznime s Besselovou funkci druhého druhu Y, (x).

3. Je-li v = n + 1/2, jsou fundamentdlnim FeSenim Besselovy rovnice Frobeniovy fady (8), (9). (Jde o
piipad, kdy v fegeni (7) je C = 0). Rady (8) a (9) v tomto piipadé dokonce vyjadiuji elementarni funkce
(srov. B.5 a B.7).

B.2 Besselovy funkce prvniho druhu

Podle Fuchsovy véty budeme hledat feSeni Besselovy rovnice

227" (x) + 22 (x) + (2% —v*) Z(x) =0 (1)

ve tvaru zobecnéné mocninné fady (tzv. Frobeniovy)

Z(z) =xa" Z ajzd = Z ajx"t, (2)
j=0 j=0

v ni% exponent r nejniz$i mocniny je zatim neuréené redlné ¢islo (nikoli nezbytné celé ¢islo).

Stojime tak pfed tkolem uréit nejmensiho mocnitele r a vSechny koeficienty a;. Dosdhneme toho tim,
7e dosadime fadu (2) do rovnice (1), ktera je anulovand, vznikly vyraz uspofdddme podle mocnin z"+J
a polozime koeficienty vSech mocnin rovny nule.

Za tim ucelem vypocteme

o0

22z" = Z(r +9)(r+35 - Vaz"t, (3)
i=0

zZ = Z(r + j)ajz" i, (4)
§=0

ZCQZ = Zajxr+j+2, (5)
7=0

V2z = ZVQaij'j. (6)
j=0
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Po dosazeni téchto vyrazi do Besselovy rovnice (1) ziskdme rovnici

" [r(r—1)+r—v?ag + 2" [(r+ r+r+1-1va; +

+3 e i { [+ e+ i— D+ —a ) = 0
j=2
.
" (r® = v?)ao + 2" [(r +1)° = v?]ar + Zx’“*j{ [(r+5)? = v*]a; + ajfg} =0. (7)
=2

Aby tato rovnice platila, museji byt koeficienty u vSech mocnin proménné x rovny nule, tedy

(r* —v*) ag =0, (8)
[(r+1)* = v?] a1 =0, (9)
[((r+5)* —v*]aj+aj_2=0, j=2,3,.... (10)

Ponévadz predpokladdme, ze ag # 0 (apz” je prvni nenulovy ¢len Frobeniovy fady (2)), vyplyva
z rovnice (8), Ze
r? =12 (11)

Pak ovSem (pfi r = v # —1/2) lze rovnici (9) splnit jen tak, ze

a; = 0. (12)

(V ptipadé v = —1/2 povazujme vztah (12) za volbu. O tomto pfipadé pojednavé odst. B.5.) Rovnice
(10) je rekurentnim vztahem pro urceni koeficientu a; prostfednictvim koeficientu a;_s:

—Qj—2 .
= =2,3,.... 13
a] (7"+j)2_1/27 ] )y ( )

Pro koeficienty s lichym indexem vzhledem k (12) tedy plati

azk+1 = 0. (14)
Koeficienty se sudym indexem maji tvar
—ag
Qa = —
2 (r+2)2 —v?’
—ao ag
a4 = =

AR =2~ [+ 0F A+ 27 - oA

atd. Obecné

_ (—1)*ag
TTis,[(r + 202 = v2)

Podminka (11) je ekvivalentni podmince r» = +v. VySetiime oba pfipady. P¥itom budeme pfedpokls-
dat, ze v > 0.
1. Vysetfime nejprve pfipad r = v. Koeficienty (15) nabudou tvaru

ask k=1,2,.... (15)

_ (—l)kao _ (—1)’“&0
Hf:1[4l(,/ +0] 2%+ +2)-(v+k)

Dosazenim vyrazi (14) a (16) do Frobeniovy fady (2) dostdvame partikuldrni feSeni Besselovy rovnice
(1) ve tvaru

as k=1,2.3,.... (16)
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_ v S (_1)k T

kde ag je libovolna integracni konstanta. Zvolime ji ve tvaru

1
= 17
WO T 1) (17)
a partikuldrni feSeni Besselovy rovnice (1) mé tvar
oo .
<_1)k \ v+2k
Z(xz) = J, = —_— (—) , 18
(@) = (@) ;]k!r( FET1)\2 (18)
jenz se nazyva Besselovou funkci 1. druhu fadu v.
2. Jak vyplyva z Fuchsovy véty, musime pii vySetfovani pripadu, ze r = —v, rozliSovat dva pripady.

(i) Je-li v #£0,1,2,..., miZeme postupovat stejnym zptsobem jako v piipadé 1 a analogicky k (18)
dostaneme

e (—1)k N\ —v+2k
J o (z) = (7) . 19
(@) kzzok!l“(fv+k+1) 2 (19)
Pii v?2 #n? n=0,1,2,..., jsou J,(v) a J_,(x) lineArné nezavisla partikularni feSeni a obecné feseni

Besselovy diferencidlni rovnice (1) je

ZV(I) =C1 JD(I) + Oy J_u(l’), (20)

kde C; a Cy jsou libovolné konstanty. (Ze funkce J,(x) a J_,(x) jsou pii necelych hodnotach fadu
v linedrné nezavislé, je ziejmé. Je-li napi. v = 1/2, tvoii funkci Ji/o(z) mocniny /2 252 292
zatimco funkci J_ /5(x) tvoif mocniny x~1/2,2%/2 27/2 )

(i) Je-li ¥2 = n?, n = 0,1,2,..., neni mozné postupovat pfi vySetiovani piipadu r = —v obdobné
jako sub (i). (Je to vidét také z toho, Ze vyrazy (16) pro koeficienty asyx by pfi k& > n mély nulové
jmenovatele a koeficient ag = 1/[2"T'(—n + 1)] je nulovy pro n > 1.) UkaZeme, Zze Besselova funkce

> (_1)k 7\ —n+2k
Jon(@) = ;;) HT(—n+k+1) (5) 1)

je linedrné zavisla s funkei J, (x) a plati

Jon(2) = (=1)" Jn(2). (22)

Pro —n+k+1 <0 je totiz [I'(—n + k 4+ 1)| = oo, takze prvni nenulovy ¢len fady (21) splituje podminku
—n+k+1=1,tj. k =n. Zavedenim sc¢itactho indexu [ = k — n nahlédneme, ze Ffadu (21) lze pfepsat
do tvaru:

- (-1)¥ AN e (-1)' z (1)
I-n() :,;klr(—n+k+1) (5) = (=1 ;Z!F(n+l+1) (5) = (1" ().

Pfi celoéiselné hodnoté indexu v tedy vyraz (20) nepfedstavuje obecné Feseni Besselovy rovnice (1).
Abychom ziskali obecné feseni také v tomto pfipadé, musime najit partikularni feSeni nezavislé na J,, (z).
Udélame to v nasledujicim odstavci.

Zavérem tohoto odstavce uvedeme na obr. 1 a 2 grafy funkei Jo(z), J1(2z) a J2(z). Abychom upozornili
na chovéani funkce J,(x) v okoli poéatku, rozepiSeme fadu

2 (=1)F ya\nt2k 1 sxn 1 T\ "t2 1 x\ s
L s C MR
n(®) ];Jk!(nw)! 2 a\2) Tmroi\z) Taomronla) T (23)

Je z¥ejmé, ze pro n = 1,2,... prochézi funkce J,(x) poc¢étkem a p¥i vyssich hodnotéch n velmi pomalu

roste v pravém okoli po¢atku (viz obr. 3).
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Obréazek 1: Graf Besselovy funkce Jy(z).

Fx)

L&

Obrazek 2: Grafy funkci Jy(z) a Ja(x).

Pron =0,1 a 2 zfejmé plati

Jo(z) = 1_(5)@...,

o = 5
1/x\2 1/x\%

R = 5(3) —5(5) =

Je zfejmé, Ze pfi obecné (tedy i neceloc¢iselné) hodnoté indexu v plati, Ze pro x — 0 je J, (z) =~

B.3 Besselovy funkce druhého druhu

Stojime nyni pfed problémem najit partikularni feSeni Besselovy rovnice B.2(1) linedrné nezavislé na
Jy(x) pii celo¢iselném v. Predpokladejme nejprve, Ze v neni celé ¢islo a zvolme v linedrni kombinaci
B.2(20)
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(%)

Obrazek 3: Graf funkce Jsq(z).

1

sinmy’

Ci =cotgmy, Cy=—
Dostaneme tak funkci

Jo(z) cos(vm) — J_,(x)

sin(v)

Y, (z) =

, prov# ...,—2,-1,0,1,2, ..., (1)

kterd se nazyva Besselovou funkci 2. druhu nebo Weberovou funkci. V némecké literatuie se znaci téz
N, (z) a nazyva se Neumannovou funkci. Je zfejmé, Ze tato funkce vyhovuje Besselové rovnici B.2(1) a
7e je linedrné nezavisla jak s funkci J, (), tak s funkei J_, (x).

Pii celoéiselném v by vzhledem ke vztahu B.2(22) byl ¢itatel i jmenovatel vyrazu (1) roven nule,
a proto definujeme pro v =n

K:(x) = lim JV(SC) COS(IMT) — J—V(z).

v—n sin(vm)

(2)

Podle I'Hospitalova pravidla tedy zderivujeme Citatele i jmenovatele podle indexu v:

—J, ()7 sin(nv) + cos(wu)a‘la“ilfw) — 8Jul=)

)/7 = 1 ov
() i 7 cos(mv)
o OG- 1 (00 0T ()
== T v A et ®)
Derivujeme-li tedy fady B.2(18) a B.2(19) podle v a pouzijeme-li funkci
I(x) d
= = 1
U(x) () i nl(x), (4)
dostaneme pozadované derivace ve tvaru
0, (x) T (—1)F x\vT2k
- e - ——— (% v 1
ov To(@)In g kzzokll“( +k+1)(2) W+k+1), (5)
oJ_,(x) —— (—1)F x\ —vt2k
v _L”(x)ln§+kzzok!1“(—u+k+l) (3)  wewrks), (©6)

Dosazenim (5) a (6) do (3), vypoétenim limit a pouzitim vztahu B.2(22) dostaneme
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o0 )k\Il(n—i—k‘-i-l)( )n+2k B
2

P
Yo(x) = W[Nn()l 5 kzzo KIT(n 1 k+1)

2 (=1)"HRU(—n 4 k4 1) pa 02k
- Z KT(—n+k+1) (5) ] ™)

Oznac¢ime druhou sumu v hranaté zavorce symbolem S a vyclenime z ni prvnich n ¢lent:

DR (—n + k+ 1) fo\ 72k SN (=) (—n L 1) 2
5= Z EIT(—n+k+ 1) (5) > UT(—n+1+1) (5) ' )

Pro v8echny sé¢itance prvniho souétu je —n + k + 1 < 0. Z identity (43) kapitoly o funkci gamma plyne,
7e
U(-n+k+1)
F(—n+k+1)
Vyrazu (9) pouzijeme ke zjednoduseni prvniho sou¢tu ve vyrazu (8). Ve druhém souctu zavedeme séitaci
index k = —n + [, takze —n + 2l = n + 2k. Vyraz (8) se tim zjednodusi do tvaru

= (~1)"*T(n — k) = (=1)" *(n — k — 1)\, 9)

(n—k—1)! 2k L (—1)RU(k 4 1) o\ nt2k
LS h oy S D)y (0
oot S e )
Dosadime-li do (7) za posledni sumu vyraz (10), dostaneme funkci Y, (z) ve tvaru

Yo(z) = ilQJn(x)ln;C—
E (DR[O 1)+ U(n+k+1)] jaynt2k R (n—k— 1)] foy 2k
> B (n+ B! (3) —k_ok,(g) -

—

S pouzitim vztahu (40) kapitoly o funkci gamma vypocteme

n+k 1

k n
U(k+1)+U(n+k+1) =—C+Z——C+Z—=—2C+2Z%+Zm—
m=1 m=1

(C =0,5772156649 - - - je Eulerova-Mascheroniova konstanta), coz dosazeno do (11) dava

x
2J,(z)In 5~

1
T
_ i(_l)k 2(-C+ 251:1 ) et wrE (f)”“k B — (n—k—1)! (f)*nﬁk (1)
K (n + k)] 2 L 2 '
Vy¢lenime-li z nekoneéné fady ve (12) fadu
 (“D)F2(=C) payni2k
kz::o K (n+ k)] (5) = ~20u(x),

dostaneme pro funkci Y, (x) vysledny vyraz

1 " n—1 n—k—1) s\ -—nt+2k
Yo(z) = 7rlQJH(:U)(lnz—I—C) _I;)(k!) (5) B
%) ) Efn: % + Z:@Z % x\ n+2k
kZ:O(—l)k 1]{7! (n+k)! e (5) 1 (13
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L&

Obrazek 4: Graf funkce Yp(x).

Pron =0,1 a 2 vypocteme

w = 2w (5 +0) -3 |GE ()" S 4|} w
= 2lpe g ee) e (5 -5 () ]

i = Hane (g o)~ (5) "5 - Sen B m ()], o

ni = Hana(ngee)- (5 1-3) -

LS 22’“ _ 1 4 _1 + 1 T\ 242k
Ny kP 2em=1m TR T R (2
,;( 2 K (k+2)! )| (16)

Grafy funkei Yyp(z), Y1(z) a Ya(z) jsou na obr. 4 a 5. Z vyrazu (13) je zfejmé, Ze pro z — 0 je Yp(z) =~
2lnz a Y,(z) ~ ~2 S:;;l)!, pron=12....

Obecné feseni Besselovy diferencialni rovnice B.2(1) miZeme tedy vzdy zapsat ve tvaru

Z,(x) = Chdy(x) + C2Y, (). (17)
Z defini¢nich vztaht funkci Y, (z) a Y_, (z)

Jy(x) cos(vm) — J_,(x) _ J_(x) cos(vm) — J,(x)

Yy - " 5 Y—l/ N 18
(z) sin(vm) (z) —sin(vm) (18)
eliminaci funkce J_, dostaneme
Y_,(x) =Y, (z)cos(mv) + J,(x) sin(mv). (19)
Pro celociselné hodnoty n indexu v plati
Yon(x) = (=1)"Yn (). (20)

Piisné vzato vztah (20) nevyplyvé ze vztahu (19), nebot pak by odvozeni vztahu (19) pro celoéiselné v
zahrnovalo nedovolené operace (déleni nulou). Vztah (20) vSak lze jednodusSe ziskat pfimo ze vztahu (3):
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Obrazek 5: Grafy funkci Y1 (z) a Ya(x).

1 0J,(x) n0J_y(x)
Yon(@) = T VLIHJ” [ v (=1) ov '
S oznadenim p = —v piepiSeme posledni vztah pro Y_,(z) do tvaru
— 1 3 aJ*H(x) n a‘]ll«(‘r> —
Yonl) = 2 lim, { on TV
_ Dt [0u(e)  n 0 (@) s
= 5l | S (1S = ()Y )

Plati tedy vztah (19) pro libovolnou hodnotu indexu v (véetné celo¢iselnych hodnot).
Z defini¢éniho vztahu (1) funkce Y, (x) a z B.2(22) také plyne, Ze pro obecnou hodnotu indexu v plati

J_,(x) = J,(x) cos(nv) — Y, (x) sin(nv). (21)

B.4 Besselovy funkce tfetiho druhu

Besselovy funkce 3. druhu, nazyvané nejcastéji Hankelovymi funkcemi, jsou definovany vztahy

H{D(z) = J,(x) +1Y, (), HP(2) = J,(x) 1Y, (2). 1)

Je zfejmé, ze funkce H, 51)(3:) a H 52)(33) jsou rovnéz fundamentélnim FeSenim Besselovy diferencidlni
rovnice. Sféricky symetrické feSeni Helmholtzovy rovnice B.1.3(1) v prostoru dimenze N = 1,2,3,4,...

mé tedy tvar (srov. B.1.3(2))

1 2
HY () HY ()
2

u(p) = C1 (2)

-1 -1

N N
p2 p2
Ukazeme v zavéru pristiho odstavce, ze prvni séitanec souvisi s prostorovou ¢asti rozbihavé kulové har-
monické viny a druhy sc¢itanec s prostorovou ¢asti sbihavé viny.

Vedeni analogii s Eulerovym vzorcem

exp(iz) = cosz +isinx, exp(—iz)=cosz —isinx

vyjadiime z definiénich vztah (1)

T@) = 3 [HD @) + HO @), Vi) = 5 [HO@) - BO@)] . (3)
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1)

Dosazenim vztahii B.3(18) a B.3(19) do (1) a do analogickych vztaht pro H(,,,(x) a H(,zlz(x) vypocteme

HY)(2) = exp(vm)H) (2), HE)(2) = exp(~ivm)HY (). (4)
Vztahy (4) plati pro libovolnou hodnotu v. V piipadé, ze v je celé &islo, v = n, zjednodusi se do tvaru

(z) = (~1)"HV(z), HE)(z)=(-1)"HP (). (5)

—n

7O

—n
V pifipadé, Zze v # n mizeme vylouCenim funkce Y, (x) ze soustavy rovnic (1) a B.3(1) vyjadfit
Hankelovy funkce pomoci Besselovych funkci 1. druhu:

_ exp(—ivm)J,(z) — J_,(x)
—isin(vm)

_ exp(ivm)J, (x) — J_,(x)

H®
» B (z) isin(vm)

HY ()

, V#n. (6)

Pozndmka k defini¢nimu oboru a oboru hodnot Besselovych funkci. Funkce J, (), Y, (), H,Sl)(ac),
Hl(,Q)(m) jsou definovany v celé komplexni roviné proménné = s vyjimkou zaporné casti redlné osy a
nabyvaji komplexnich hodnot. Jak uz bylo uvedeno, zabyvame se pouze redlnym oborem proménné x,
a tedy = € (0, 00), coZ je ve shodé s vyznamem této proménné v aplikacich (velikost priivodi¢e apod.).
Pro tyto hodnoty proménné x jsou funkce J,(z) a Y, (x) redlné pfi vSech redlnych hodnotéach indexu v.

B.5 Besselovy funkce Ffadu v = +1/2

V predchazejicim odstavci jsme upozornili na analogii mezi Besselovymi a trigonometrickymi funkcemi.
V tomto a nésledujicim odstavci uvedeme dalsi skutecnosti této analogie. Zacneme tim, ze budeme
vysetfovat, za jakych podminek prechéazi Besselova diferencidlni rovnice

2?7 (x) + 2 Z),(x) + (2* = v?) Z,(z) = 0 (1)
v rovnici

y" () +y() =0, (2)

jejimz fundamentalnim FeSenim jsou funkce cosz, sinz, resp. exp(iz), exp(—iz).
Dosadime do rovnice (1) funkci Z,(z) ve tvaru

Zy(x) = a"&, () 3)

se zatim nespecifikovanou hodnotou exponentu u. Vypocteme

Zy(x) = pat e (x) + a2t (@),
Z)(x) = plu—1)ah 726, (2) + 2ua e (x) + M€ ()

a dosadime do rovnice (1):

P2 (@) + 2+ Dt e (@) + [ — 1)+t 2® — ek, (2) = 0.

Podélenim této rovnice mocninou z#*2 a tGpravou dostaneme

" 1, v? —
)+ eut i@+ (1- 25 ) e =0 (@)
Ma&-li rovnice (4) pfejit v rovnici (2), musi byt koeficient u &/, roven nule, tj.
1
= ——. 5
p=-—5 (5)

Rovnice (4) tim ziskava tvar
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jenz ptejde v rovnici (2), kdyz zlomek (v? — 1/4) /22 bude nula. To nastane ve dvou pifpadech: (i) kdyz
v ==41/2 a (ii) kdyZ 2% >> v? — 1/4. Viimnéme si v tomto odstavci p¥ipadu (i), piipad (ii) probereme
v pfistim odstavci a vyuzijeme jej k vySetfeni asymptotickych vlastnosti Besselovych funkci.

Kdyz v = £1/2, m4 obecné Feseni rovnice (1) tvar jednak

sinx cosT
+

Zﬂ/z(l’):qﬁ 62\/5’

jednak

Zi1ya(w) = Crdiy1ya(w) + Codgi)a(x).

Lze tedy ocekdvat timérnost napi. mezi funkcemi .J;/5(z) a Si;‘; apod. Abychom nalezli koeficient

této imérnosti, upravime mocninné fady funkei Jy /() a J_1/2(2):

- oo (_1)k T\ 3+2k

Jija(z) = ,;)W<2) ’
- %) (71)]@ T —%-{-21{:

J_1p2(x) = ;W(2>

Podle vztahu (12) kapitoly o funkci gamma plati

3 U7 (2 + 1) 1 J7 (26— 1)
L L CGRORE s =

Dosazenim téchto hodnot funkce gamma do mocninnych rozvoji a Gpravou dostaneme

_ 2 & (_1)k 2k+1 _ 2 .
Nplr) =\ ,;Om“” =y s @
2 o= (—1)* 2
Tap@) = o 2 =\ o ®)

Z defini¢niho vztahu B.3(1) Weberovych funkei pak vyplyva

2
Yija(z) = — o o8, 9)
2 .
Y_1/(7) = — sinz (10)

Hl(})Q(x) = —i 7% exp(iz) = % exp[i(x - 77'/2)}’ (11)
Hl(i)Q(z) = i % exp(—iz) = % exp[—i(z — 7/2)], (12)
HO) @) = (/2 explia), (13)
H(j)/z(x) = % exp(—iz). (14)

Sféricky symetrické feseni Helmholtzovy rovnice B.1.3(1) v trojrozmérném prostoru mé podle rovnice
B.4(2) tvar (p = kr, viz B.1.1(8))
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1) (2)
H:L(p H(p ; i
u(p) = O 1/2( ) C 1/2( ) o exp(ip) e exp( 1p).
VP VP p p

Ze vztahi (11) a (12) je pak zfejmé, ze (za umluvy, Ze Casovy pribéh viny charakterizuje funkce

exp(—iwt)) funkce H 1(})2 (p)/+/p pfedstavuje prostorovou ¢ast rozbihavé kulové viny a H S)Q (p)/+/p sbihavé

kulové vlny v trojrozmérném prostoru.

B.6 Asymptotické chovani Besselovych funkci pro =z >> /[v? — 1/4|

Pro z >> /|v? — 1/4] je feSeni Besselovy rovnice B.5(1) tvaru

Z,(z) ~ &1 exf/(;) + e eXp\(/;f”), z>> /v — 1/4].

Rovnéz vsak plati

Z,(z) = CLHV () + CLH? ().
Vzhledem k vysledkiim odst. B.5 lze ocekavat, ze plati

exp(ir) exp(—ix)
HV(2) ~ a, 75 H?(z) ~ o —J5 o oz >>\/|v2 — 1/4). (1)
Déle se jiz touto cestou nedostaneme. Odvozeni konstanty «,, je totiz komplikované (viz napf. [9],
str. 669-673). Dostaneme ji vSak z asymptotickjch rozvoji Besselovych funkci, které zde bez dikazu
uvedeme.
Asymptotické rozvoje Besselovych funkci maji tvar (viz napt. [1], §§7.2, 7.21)

wer = (2 e (-0 St () ”
I E ST Dol L N ®
) 2 [ D S G (1) -

e D) Sy (L)
i) = (Zlm(ertz D) 5 U B (1),

v T = (=1)*T(v + 2k + 3/2) 1%
+eos (25 5 = ) Z(2k+1)!1“(1/2k1/2)] (m) ‘ ®)

Omezime-li se v rozvojich pouze na ¢len nezavisejici na proménné x (je roven 1), dostaneme koeficient

a, v (1):
oy = \/z exp [—12(21/ + 1)} .

Plati tedy
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Konkrétné napft. je

H{V ()

Jo()

%

%

%

Q

B BESSELOVY FUNKCE

2 2 1
Jo(x) = — cos (x -7 VZ— ) + 0(z73/?),
2 2 1
Y, (z) = P sin (x -7 V;r > + O(z73/?).
Jy (%)
1—\’,"

S1os

Obrazek 2: Aproximace funkce Yy(x) funkei (12).

™ 4 T
s (2 )
— cos|x—— ],
T 4
- sin (e 3)
— sin{x——),
T 4

3
] [\
o
o
|95}
7 N
8
|

[J%]
1§
N——
Il
3
e
o
(@]

)]
VRS
8
_|_

ot
=[5
N———
I
3
2
®
=]
/N
8
|
N



DODATEK B: BESSELOVY FUNKCE 17

5

0.6

Obrazek 4: Aproximace funkce Ja(z) funkei (14).

Jo(z) ~ \/Z cos (x EZT) - \/Z cos <x+ 3;) = \/z sin (erZ). (14)

Na obr. 1 az 4 jsou grafy, které dévaji pfedstavu o tom, jak dobfe tyto jednoduché asymptotické vyrazy
(te¢kované) aproximuji Besselovy funkce (plné ¢ara).
Kruhové symetrickad rozbihavd harmonicka vlna v roviné ma tvar

U(r,t) = H(gl)(kr) exp(—iwt) ~ \/z exp [—i (wt —kr+ %)} (15)

a sbihava kruhové symetrickd harmonicka vina v roviné je tvaru

U(r,t) = H(EQ)(kr) exp(—iwt) = \/z exp [—i (wt + kr — %)] . (16)

Z vyrazu (8) a (9) (ale také uz z (1)) lze ¢ekat, Ze Besselovy a Weberovy funkce nabyvaji (podobné
jako trigonometrické funkce sinz a cosz) nulovych hodnot v nekoneéné mnoha bodech a ze pro z >>
V/|v? — 1/4| vzdalenost sousednich nulovych bodt nezavisi na v a je pfiblizné rovna 7.
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B.7 Besselovy funkce fadu v =n+1/2

Videéli jsme jiz v odst. B.5, Zze Besselovy funkce fadu +1/2 se redukuji na elementarni funkce. Stejné je
tomu, kdyz je fad v roven celému cislu plus jedna polovina.

VySetfime nejprve piipad, kdy ve vyrazu v = n + 1/2 je n pfirozené &islo. Pak asymptotické fady
v rozvojich B.6(2) az B.6(5) maji jen koneény pocet s¢itanct, a jsou tedy elementdrnimi funkcemi. Je to
zpusobeno tim, ze vyraz

I(v+k+1/2)
T —Fk+1/2) (v+k-1/2)--(v+1/2)(v—1/2)--- (v -k + 1/2) (1)
nabude v piipadé v =n+1/2, n=0,1,2,... tvaru

Fn+1+k)

m:(n—|—k)(n—|—l<;—1)~-~(n—&—1)n(n—1)-~-(n—k—|—2)(n—k—|—1)7 (2)

jenz je roven nule, kdyz k > n + 1. Je proto (srov. téz napt. [2], §7.11)

i = 5 el oeng ] 3 T (5) o
B0 = | e el e 03 () 0
conlo-3o) & g e n (]
Viwrole) = 4= _cos(x_gn)g(;gfm(;)zﬁ
cane- ) 3 U e (g

(Symbol [y] ve vyrazech (5) a (6) znaci celou ¢ast isla y.)
Abychom vyjadiili elementarnimi funkcemi Besselovy funkce také kdyz n 4+ 1/2 < 0, tj. kdyz n je
zéporné celé ¢islo, vyuzijeme defini¢niho vztahu B.3(1) Weberovych funkci. Z ného vyplyva

Jopop(@) = (1) Yy )(2), (7)
Y7n71/2(33> = (—1)an+1/2<$) (8)

a ze vztahti B.4(4) dostédvame

(2) = (=1)"iH,]

1)
H n+1/2

Sy (@), H?) | o(2) = ()" HHT), ,(@). 9)

—n—1/2

S pomoci vztaht (3) az (9) pomérné snadno vyjadiime koneénym poctem elementarnich funkei kte-
roukoliv Besselovu funkci Z,, 11 /2(x) pfi kladnych i zapornych celociselnych hodnotach n. Konkrétné je
napiiklad

2 inz

J3o(x) = — (cosx+x>, (10)
2 . CoS T

Yio(z) = — (—smx— " ), (11)
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i

H@) = (/= exp(ia) (—1—), (12)

e x
H?E%(a:) = 7% exp(—iz) (—1 + ;) ) (13)
Js2(x) = % [(—1 + Ji) sinx — % cosx] ) (14)
Ys52(z) = 77% [(1 - ;) cosz — isinx} (15)

atd.
Vidime tedy (viz odst. B.1.3 a vatah B.4(2)), ze sféricky symetrické harmonické vlny jsou v prostorech
s lichou dimenzi{ N vyjadfeny elementarnimi funkcemi, zatimco v prostorech se sudou dimenzi N (napf.

v roving, N=2) lze tyto vlny vyjadfit elementdrnimi funkcemi jen asymptoticky, v dostateéné velkych
vzdélenostech r = p/k od stfedu vlny (srov. B.6(15) a B.6(16)).

B.8 Rekurentni vztah mezi Besselovymi funkcemi

Rekurentni vztah

2 00@) = yea(@) + i 2) (1)

odvodime porovnanim dvou riznych tprav derivace

. ( 1)k v+2k 1 (v + 2k) v+2k—1
Tol@) = dx[ k'FV+k+1)() 1 EZZ: 1/+k+1)(2) ' @)

(i) Soucet v+ 2k v ¢itateli rozlozime nejprve do tvaru (v + k) + k a derivaci (2) vyjadiime sou¢tem dvou
nekoneénych fad

o o N RS = L B

V prvni fadé zkratime vyraz v + k a dostaneme

0 —D)F v+ k) pa\r-1+2k > o\ v—142k
kzzoklr(wkﬂ) ( ) kz:: (5) = Joa(@). )

Prvni ¢len (k = 0) druhé fady ve vztahu (3) je nulovy. Budeme-li v ostatnich ¢lenech kratit faktor k a
zavedeme-li s¢itaci index | = k — 1, upravime druhou fadu takto

v42k—1 il (— )k v42k—1
Zk'Fu+k+1)( )+ - Z 71)'F(}/+k+1)( )+ -

1

1) v+1+421
_ _Zur£+)l+2)( ) = —da@) )

Dosadime-li (4) a (5) do (3), dostaneme dtlezity vztah

1
Jo(@) = 5 [o-1(2) = Ty (@] (6)
(ii) Nyni vytvofime z fady (2) pro derivaci J'(z) jiné dvé fady, a to tak, ze ze souctu v + 2k v ¢itateli

(2) vezmeme v do jedné z fad a 2k do druhé. Dostaneme tak dalsi dilezity vztah:
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- (v +2k) (ay\v2k-1
Toe) = 7Zk'l“l/+k+1) (5) -

_ ( 1)k vi2k 2 <_1)k 2\ vH2k—1
- *Zk'ry+k+1)( ) T TR D (3)

k=1

(— 1)1 v+1+21
< I'T(v +1+2) ( ) :

H\T

Takze

(@) = 2, (@) = T (@), (7)

Porovnanim pravych stran rovnic (6) a (7) se dostane rekurentni vztah (1).
Eliminujeme-li funkci J,11(z) ze vztaht (1) a (7), dostaneme

v
J(x) = —;J,,(J;) + J-1(x). (8)
Nésobenim rovnice (8) mocninou z” se dostane
2V J(x) + v T, (2) = 2V T, 1 (),
coz lze prepsat do tvaru

d

o [:r”Jl,(x)] =2"J, 1(z), tj. /fVJu—l(x) dz = 2" .J,(x) + const. (9)

Podobné podélime-li vztah (7) mocninou z”, dostaneme

Ja) v Jy1()
T MO =T

coz lze prepsat do tvaru

t. 10
dx id v id +cons (10)

SB]_dee) [l
xV
Pfi v§poctu Fraunhoferovy difrakce na kruhovém otvoru se vyuzije vztah (9) pro v = 1:

/ " Ldo(t) dt = 21 (). (11)

0

Vztahy (1), (6) az (10) plati pro vSechna v. AvSak nejen to. Tyto relace plati pro v8echny Besselovy
funkce, nejen pro Besselovy funkce prvniho druhu. Pro neceloCiselnd v jsme tuto skutecnost de facto
jiz. dokédzali: Weberovy i Hankelovy funkce jsou v tomto pfipadé linedrnimi kombinacemi funkci J,(z) a
J_,(x). Zbyva tedy ukazat, ze vztahy (1), (6) az (10) plati také pro Weberovy funkce Y;, (z) celoéiselného
indexu n. Je tomu tak, avsak dokazovat to nebudeme. Spokojime se s konstatovanim, ze vSechny Besse-
lovy funkce jsou spojitou funkci indexu v, a ze tudiz diskutované vztahy plati téz pro vSechny Besselovy
funkce celoéiselného fadu. Napt. rekurentni vztah (1) piSeme ve tvaru

%”ZV(:c) = Zy1(2) + Zoa (x), (12)

kde Z,(x) znaéi kteroukoliv Besselovu funkci.
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B.9 Ortogonalnost Besselovych funkci

Kazdé Besselové funkei J, (x) s redlnym indexem v > —1 pfislusi systém funkei {J, (z, n2), n=1,2,...}
ortogonalni na intervalu (0, 1) s vahou x. Pfitom z,,, je n—ty kofen funkce J, (), tj. J,(x, ) = 0. Ome-

vvvvvv

zime se na interval v > 0. (Dtikaz pro v € (—1,0) je slozit&jsi, nebot v tomto intervalu je lin%) Ju(x) — oo,
Tr—

coz komplikuje pfechod od vztahu (3) ke (4) v dalsim textu. Rovnéz otdzka konvergence fady (7) je v pii-
padé v € (—1,0) komplikovani. Podrobnéji o téchto problémech pojednavd Watson [1], str. 577. Nastésti
se fady (7) s v € (—1,0) v aplikacich nepouzivaji). Podminka ortogonality m4 tvar

1
5m n
/0 Jo(@ymz) Jy(xy pz) xde = 2’ inl(;z;l,yn). (1)

Toto tvrzeni nyni dokdzeme.
Zavedeme funkce

yi(x) = Ju(ax), ya2(x) = Jy(Bz). (2)
Ziejmé plati
yi(@) = C% Jy(ax) = add]Zo(;;)x) = aJ)(azx),
ya(x) = BJ,(Bz),
y(z) = o’J(ax),
ys(x) = B2 (Bx).

Funkce y1(x) a y2(z) jsou FeSenim diferencialnich rovnic

2yl (z) + 2y (z) + (@2 =) yi(x) = 0,

2?yy (2) + ayy (@) + (B%2% — v?) ya(z) =

(Pfesvédéime se o tom napf. tak, ze do nich dosadime za y; a yo vyrazy (2). Dostaneme tim Besselovu
diferencidlni rovnici s nezdvisle proménnou ax resp. 8z.) Zndsobime-li prvni z posledné uvedenych rovnic
funkei yo(x)/x, druhou funkei y; (z)/z a odeéteme-li od sebe takto vzniklé rovnice, dostaneme

z (y{ys — 1195) + (Why2 — y1ys) + (@ — B2) zy1y2 = 0,
.

[2(y1y2 — y1ys)] + (@ = %) zyryz = 0.
Integrace této rovnice dava vztah

r=1

07 =) [ @) e) e = (o b ) - (o] @)

m:O.

Dosadime-li do této rovnice Besselovy funkce a uvazime-li, ze J,(0) = 0 pro v > 0 a J{(0) = 0, dostaneme

aJlll(a)Ju(/B) — ﬁJu(a)Jl//(ﬂ) )

ﬁQ—O(Q

/0 Ju(azx) J,(Bz) zdx = (4)

Zvolime-li za o a (8 kofeny Besselovy funkce J,, tj.

Q= Tym, ﬂ:xv,na m,n=12...,

je zfejmé, Ze Citatel vyrazu na pravé strané rovnice (4) je roven nule, a tim je dokédzdno tvrzeni (1) pro
m #n (tj. a # B). V piipadé, Ze je v rovnici (4) o = 3, klademe o = z,, ,, 8 = 2, + € & vypocitame
limity obou stran rov. (4) pro € — 0.
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/1 J2($ Drde = lim Ty (X))o (Tvn +€) — (pn + €)Ju(@pn) I, (Tyn + €) _

0 v\tr,n =0 (xu,n + 6)2 _ x%
— i & nd (T n) S (Tyn +€) i %2 nd) (@ n) Ty (o n) + Tyned P (Tn)
S0 (Iu nt€)?— 173 n =0 2xy ne + €2 B
= EJE(IV n)-

Ze vztaht B.8(7) a B.8(8) vyplyva
(@) = =Jui1(@0,n) = Jo1(2un). (5)
Takze
! 1
| Bleonaeds = 3w, (©)
a tim jsme dokézali tvrzeni (1) pro m = n.
Ortogonalni systém funkei {J, (z, n2),n = 1,2,...} je Gplny, a proto mizeme kazdou funkci f(z),

kterd m4 na intervalu (0,1) kone¢nou variaci a pro kterou existuje integral fol |/ (z)|v/z dx, rozvést do
Fourierovy—Besselovy fady

Zaun mu nz) HARS (0, 1), v>0 (7)

s koeficienty

yp = / f(z)Jdy(zynx)zde. (8)
il xl, n

Zavedeme-li v integralu (1) substituci ¢ — x/a, dostaneme

2

/Oa Jy, <£V7m§) Jy, (acl,,ng) rdx = 6m7n%in1(x,,,n), (9)

coz je podminka ortogonality pro interval (0, a). Chceme-li tedy rozvinout funkci f(x) na intervalu (0, a),
pouzijeme Fourierova—Besselova rozvoje ve tvaru

x) = i A, J, (:L’ym %) (10)

s koeficienty

A, = a2J2i1 @) / f(z xl,n 7) zdz. (11)

B.10 Priklad

Kmitajici kruhovd membrana upevnéna na obvodé [10].

Vychylka &(r, ¢,t) v jednotlivich bodech r, ¢ membrény spliiuje vinovou rovnici

1 0%
2y —
Okrajova podminka:
W(a,p,t) =0. (2)

Pocatecni podminky:
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gj(rv P 0) = f(?", 90)7 (3)
OV (r,p,t) _
TR o = g(r¢). (4)

Fourierova metoda separace proménnych: ¥ (r, ¢, t) = R(r)®(p)7(t)

R'" 1R 19" 17"

- -z _ -1 _ 5
R * r R + r2 ¢ 27 ’ (5)
————— S ~———
—k24n2/r2 —n2/r2 k2
™ + k*?r =0, (6)
P +n?P =0, n=0,+1,42,... — jednoznacnost (7)
r?R"+ 1R + (k*r* —=n*) R = 0. (8)

Formalné nejobecnéjsi zapis jednoho z feSeni vlnové rovnice, jejichz superpozici hleddme smysluplné
TeSeni:

U, (1, p,t) = [C’5Jn(k‘r) + CﬁYn(kr)} [C’g cos(np) + Cy sin(mp)] [C’l cos(kvt) + Co sin(k‘vt)}.
Ohranicenost feseni = Cg = 0. Bez Gjmy lze polozit C5 = 1.

Okrajova podminka = J,(ka) = 0, to znamena ka = ,, ,,. Jsou tedy mozné jen hodnoty ky, ,, = Ty, m/a.
Uloha je fesitelna p¥i dvou posloupnostech vlastnich &isel:

n o= 0,1,2,..., 9)
kpm = M =1,2,3,.... (10)
a
Oznacime
Wnom = knmv = :c,;m v — vlastni frekvence membrany. (11)
Upm(r,0,t) = Jn <5Una,m T’) [Cg cos(ny) + Cy sin(mp)} [C’l cos(wn,mt) + Ca sin(wmmt)} =
= J, (mT;’m r) cos(ng) {Cng cos(wn, mt) + C2C3 sin(wnymt)} +

x
+ Jn ( nm r) sin(nyp) [016’4 cos(wp, mt) + C2Cy sin(wn,mt)]
a
V zdjmu zapisu superpozice téchto feseni oznac¢ime

C’16’3 = An,ma CZCB = Bn,m, C1Cy = Cn,m,a CyCy = Dn,m~

Superpozice Feseni ¥(r, ¢, t):

U(r, p,t) = i i Jn (xn’m r) {cos(ngp) [Ap m cos(wWn, mt) + Bpm sin(wp,mt)] +

n=0m=1 a
+ sin(ny) [Cp,m cos(wn,mt) + Dy, m sin(wy, mt)] } (12)
Koeficienty Ay, m, ..., Dy m vyplyvaji z pocatecnich podminek:
> > Tn' m’ .
U(r,p,0) = f(r,p) = Z Z I ( a’ 7‘) [An/,m/ cos(n'@) + Crs s1n(n’<p)]. (13)

n’'=0m’=1

7 z . 7 x . z
Nasobenim rovnice (13) vyrazem r.J,(=%™ r) cos(ny) a integraci dostaneme
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/Oa :Tr f(roo)rdy (

X

—

Avsak

2
sin(n’p) cos(ny) dp

2m
cos(n’ ) cos(nyp) dp

S 5—

)cosmp dgodr—z Z/ n,

0m’=1

2 2m
Apt oy / cos(n’) cos(np) dp + Cr/ / sin(n'p) cos(ny) d@} . (19)
0 0

B BESSELOVY FUNKCE

{,Cn/ m/

) (P

r) rdr x

= 0, n #n.
= mn =n#0.

2w, n' =n =0,

tj., kdyz je integral (14) nenulovy, je n’ = n. Takze zbyva pouzit hodnoty integralu

“ Tn,m! Tn,m B af 9 7 ,
/OJn( . r)Jn( . T)’I"dT = 2Jnil(:vn_m),m,m7
= 0, m#m'.
/ /\ y
////A\\ -
</
S~ / /u.s
N /
AN \

Obrazek 1: Graf funkce g 1(r, ¢) =

Je tedy

/Oa OZW f(r,0)Jdn (

Tn,m

r) rcos(ny) dp dr

Koeficienty Ay, ., tedy dava vyraz

2 a p2m
An m = ;
’ ma2enJny (Tn,m) /0 /0 fre) ]

vV némz

Jo(Z217).

Agmma® Ji (t0.m), kdyz n =0,

ma? , .
An,mTJnil(xn)m), kdyzn =1,2,....

7") r cos(ny) dep dr, (15)
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€, = 1, kdyzn=1,2,...,
= 2, kdyzn =0.

Obdobnym zptsobem, tj. vynasobenim rovnice (13) funkei rJ,, (2, mr/a) sin(ny) a integraci, dosta-
neme

Com = —— [ ) g (B2 1) rsin(ng) dod (16)
n,m — 7Ta26nJ721i1(;1;n7m) o Jo r,e n a | rsin(ne @ ar.

Derivovanim rovnice (12) podle ¢asu dostaneme

OF(rpt) _ i i Wnom . (fn,m r) {cos(n ) [= Anm sin(wy mt) + Bp,m cos(wnmt)| +
ot ] n,mJn o ' n,m n,m n,m n,m

+ sin(ne) [—Chpm sin(wn,mt) + Dy m cos(wn mt)] } (17)
Takze

oV (r,p,t)
ot

=g(r,p) = Z Z Wt It (xn/’m/ 7“) {Bngm/ cos(n'p) + Dy sin(n'ga)]. (18)

t=0 n’'=0m’=1 a

Tato rovnice je obdobnd rovnici (13) a stejnym zptsobem, kterym jsme ziskali koeficienty A,, 1, Ch.m
z rov. (13), dostaneme z rovnice (18) koeficienty By, & Dy

2 a 27 T
Bpm = : Jn< n,m ) deodr, 19
| TS et o / / 00) Jn (222 1) rcos(n) dg dr (19)
9 a p27 T
Dy = : Jn(”’m) i do dr. 20
, P P Y F— /0 /0 g(r,») Pl rsin(ng) dedr (20)

Vyrazy (15), (16), (19) a (20) jsou urceny koeficienty feseni (12). Je hodno pozoru, Ze kdyby byla
pocatetni podminka 2XE21 |, — 0, bylo by By = Dy = 0.
Vratme se vSak k rovnici (12). Uvedli jsme jiz, Ze kruhovd membréna kmita s diskrétnim spektrem
Tn,m

vlastnich frekvenci wy, , = == v. Tyto frekvence jsou uréeny mechanickymi (v) a geometrickymi (a)
vlastnostmi membrany. Reseni (12) mtizeme déle upravit do dvou formalné réiznych vyrazi:

(i) Prvni akcentuje harmonickou zéavislost vlastnich funkci pfislusejicich jednotlivym vlastnim frek-
vencim w,, ,, na case.
.

U(rp,t) = i i T (l”;m 7’) [ (70) COS(Wn mt) + b (n0) sin(wy mt)] = (21)
n=0m=1
= i i J,, (xr;’m r) Cnm (1) €08 [Wn mt + Ynm (np)] (22)
n=0m=1
kde funkce
nm(np) = Apmcos(ng) + Cp msin(ne), (23)
bnm(ne) = Bnmcos(ng) + Dnm sin(ne), (24)
Chm(ng) = [(Ai,m + Bi,m) cos? (ny) + (C’,Ql,m + Dim) sinZ(ngo) + (25)

+ (ApanCrom + Bpm Dy ) sin(2n¢)]/? (26)
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X
-1 -0.5 0 0,5 1
‘ ‘ A ‘ ‘771
T T
7 y
fo.5

0.4 0.2 2 0

Obrazek 2: Graf funkce g 2(r, @) = Jo(*22r).

By, m cos(ng) + Dy, sin(ng)
Apom cos(ng) + Chp o, sin(ne)

Yn,m(ngp) = — Arctg

(27)

nezdviseji na Case. Z vyrazu (22) je vidét, Ze pro vysledny tvar funkce ¥(r,p,t) jsou dilezité
nejen amplitudy J, (‘T"T’” r) ¢n,m(ny) vlastnich funkei pfislusejici vlastnim frekvencim wy, ., ale
také pocateéni faze v, m(ny). Jingmi slovy, ,kvalita® zvuku bubnu zavisi nejen na amplitudé

jednotlivych sloZek, ale i na jejich fazi.

(ii) Jina tiprava FeSeni (12) vede k vyrazu, ktery ukazuje zavislost vlastnich funkei pfislusejicich jed-

notlivym vlastnim frekvencim w, ,, na soufadnicich r, ¢:

Ep(?", (p7t) _ Z Z Jn (xn,'ln T) dn,m(wn,mt) CcOoS [TLQD =+ 5n7m(wn,mt)]7

n=0m=1 a
kde funkce
dnm(Wn,mt) = [(A?z,m + Cﬁ,m) Cosz(wn,mt) + (BEL,m + D?L,m) Sinz(wn,mt) +
+ Z(An,mBn,m + Cn,mDnm) Cos(wn,mt) Sin(wn,mt)] 1/27
C’n m /I'L.'l",t Dn m i n 77lt
Som(wnmt) = — Arctg 2™ cos(wn,mt) + Dy m sin(wy, mt)

An,m Cos(wn,mt) + Bn,m Sin(wn,mt) .

nezaviseji na souradnicich r, ¢.

Funkce

X

Unm(r,0) = Jn ( 7;’m 7") cos(ny)

(28)

(31)
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+-0.

Obréazek 3: Graf funkce 1 1 = Jy(Z227) cos p.

Obrazek 4: Graf funkce 13 1(r, p) = Jo(Z21r) cos 2¢.

27



28 B BESSELOVY FUNKCE

-1 0.5 0
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Obrazek 5: Graf funkce 13 5(r, ¢) = J3(=2r) cos 3¢p.

nezaviseji na case. Nazyvame je médy. Je zrejmé, ze mody

Youm(r, ) = Jo (222 r)

jsou rota¢né symetrické a médy ¢, m (7, ¢), n > 1, maji n—céetnou symetrii vzhledem k pélu polarnich
soufadnic. Grafy nékolika méda ¥, ., (r, ¢) jsou na obréazcich 1 az 5. (V nich je x = (r/a)cosp, y =
(r/a)sing.)

B.11 Vytvorujici funkce

V odst. B.1.2 jsme ukézali, ze rozlozime-li feSeni vlnové rovnice v polarnich soufadnicich do slozek
s n—Cetnou symetrii podle pélu p = 0, musi radialni ¢ast téchto slozek spliiovat Besselovu rovnici s celo-
Ciselnym n. Z toho vyplyva zvlastni dilezitost Besselovych funkci s celo¢iselnym indexem. Na piikladu
v pfedchézejicim odstavci jsme dtlezitost funkei J, (x) ilustrovali. Budeme se proto v nasledujicich tfech
odstavcich zabyvat funkcemi .J, (z) s celo¢iselnym indexem n.

V teorii specidlnich funkci maji velkou dilezitost tzv. vytvorujici funkce w(z,t). Jsou to funkce,
jejichz Laurentova fada v proménné ¢ ma koeficienty vyjadfeny pfislusnou specidlni funkci. (Mluvime
o Laurentové fadé, nebot je Gcelné povazovat proménnou ¢ za komplexni (viz napft. rov. (1) v nasledujicim
odst. B.12).) Ukazeme, ze v piipadé Besselovych funkci ma vytvorujici funkce tvar

w(z,t) = exp [; <t—1)] t#0 (1)

a ze plati

exp | Z(t—2)] = i Ja()t", t#£0. (2)
HGhI

n=—oo

Abychom dokézali tvrzeni (2), budeme faktorizovat levou stranu, rozvineme jednotlivé Cinitele do
mocninnych fad a vytvorime dvojnou fadu:
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) . - O () S (1) ek
exp {2 (t _ 1)} = exp (5 t) exp (—g) = jgo (th;! kZ:O ( 1;kk!t -
- ig : ( )Hk ", ®)

Protoze jednoduché rfady jsou absolutné konvergentni, je také dvojna fada absolutné konvergentni a
muZeme ji pferovnat podle mocnin ¢. Tim dostaneme rozvoj typu (2) platny pro vSechna x. Zavedeme
tedy sc¢itaci index n = j — k a dostaneme

epr <t_>} Z Zk' n+k ( )H?k _ i In(z) 1" (4)

n=—oo
Okolnost, ze séitaci index n nabyva hodnot vSech kladnych i zapornych celych ¢isel vyzaduje vysvétleni:
Rozepisme dvojnou fadu (3) do fadki, v kazdém z nichZ je konstantni hodnota indexu j a index k se
méni od nuly do nekonecna.

x 1 x x? (—=1)* s\
b N S e (,> TR
eXP{z( tﬂ 2! T3 TR *
x 2?2 (=1)F sx\1+k
St- T Tt i (2)
+2 + 16 o k! 2 +
2 3 4 k
) x (=1) (x)2+k 2-k
S 2) e
+ 8 16 + 64 + 2k! 2 +

Sec¢teme nyni tuto dvojnou fadu nejprve v ,tthlopfiénjch smérech, tj. pfi neménnyjch mocninach #/ =% =
t". Je zfejmé, Ze soucet zahrnujici ¢leny v ,hlavni tthlopfi¢ce“ a pod ni, tj. ¢leny s n > 0, lze napsat ve
tvaru dvojné rady

ZZ i n—i—k; ( )n%tn' (5)

Naproti tomu ¢leny nad ,hlavni ﬁhloprlckou“, tj. ¢leny s n < —1, lze secist ve tvaru dvojné fady

Z Z B+ k)l n+k; ( )Mktn' (6)

n=—oo k=—n

Definujeme-li vak 1/m! = 1/T(m+1) = 0 pro m = —1,—-2,..., mizeme k vnitin{ fadé vyrazu (6)
pfidat nulové ¢leny s n + k < —1 (nebot n < —1) a psat dvojnou fadu (6) ve tvaru

sy e Hn (*)"m . (7)

n=—oo k=0
Sectenim (5) a (7) dostavame dvojnou fadu ve (4).
Vytvotujici funkci lze pouzit k odvozeni mnoha relaci, ovsem jen pro Besselovy funkce s celo¢isel-
nym indexem n. Uvedeme dva piiklady. V prvnim vyuZzijeme toho, Ze pro vytvofujici funkei (1) plati
w(z,t) = w(x,—1/t). Musi tedy také platit

o0

ST o dn@)tt = > Ju(@) (-1 = D (=) Ta(x) "

n=—oo n=—oo n=—oo
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Porovanim koeficienti u tychz mocnin proménné ¢ dostavame

Jon(z) = (=1)"Jn(2),

tj. vztah B.2(22).
Ve druhém piikladé derivovanim vztahu (2) podle = dostaneme

() ()] e

n=—oo

tj.
% f: {Jn (@)™t = Jp(z) "t = 2J),(2)t"} = 0.

PolozZime-li koeficient u mocniny t" roven nule, dostaneme vztah

2J7,L(x) = Jn—l('r) - Jn+1(z)7

ktery jsme pro obecnou hodnotu indexu odvodili jiz v odst. B.8 (srov. rovnici B.8(6)).
Odvodime jesté tzv. souétovy teorém pro Besselovy funkce. Vyplyva z této vlastnosti vytvorujici
funkce:

w(z +y,t) =w(z, H)w(y,t),

o[ (D)o 3 ()] [ (1))

Pouzijeme-li pro jednotlivé exponencialni funkce rozvoj (2), dostaneme

BRI S S AE L

n=—oo m=—00 |=—o00

tj.

Porovnanim koeficient u mocnin ¢ dostaneme souctovy vzorec

Z Jm(x) Jnﬂﬂ(?/)' (8)

m=—0oo

Chceme-li se omezit jen na Besselovy funkce celého nezaporného rddu, musime pravou stranu rov.
(8) upravit. Pfedpokladame, ze n > 0 a rozélenime fadu (8) na t¥i ¢asti:

n(+y) = Z T (@) Tn—m (y) = i T (@) Toem @)+ Y (@) T @)+ > I (@) Tnem (y).

m=-—00 m=-—00 m=0 m=n+1

Prvni a tfeti séitanec upravime s pouzitim vztahu B.2(22):

mg; I@) Juml) = mfj T (&) T ) = ni(—l)%(aa) Tsm(®),
ZH T@) Jnmly) = Z T (&) Jnls) = i (1)) T ).
Vztah (8) pak mitZeme napsat ve tvaru
@ +) Z Tne) T @)+ 3 O™ @) T ) + T @) Jn)], (9)

m=1
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v némz, je-li n > 0, se vyskytuji Besselovy funkce pouze nezdporného fadu.
Ze vztaht (8) resp. (9) lze ziskat mnoho zajimavych zvlastnich ptipada. Napf. pron =0, z = y
dostavame

oo

Jo(2z) = Y ()" In(2) = Ji(a) +2 Y ()" (). (10)

m=—0o0

Podobné l1ze odvodit

Z I () Jin—n(y), y <, (11)

m=—0oo

resp.

Jn(a:—y) = (—1n) {Z (—l)me( In— m + Z m n+m ) + Jn+m(x) Jm(y)]} Yy S (12)

m=0 m=1
Pron =0 je

B =y)= 3 ()T ny) = ol +22J (13)

m=—0o0

Specidlné pro x = y dostéavame z (13)

2(z) + 2 Z J2 () (14)

a ze vztahu (14) vyplyvaji odhady

(@) <1, |Ju(z)] < n=1,2,.... (15)

Existuji ovSem mnohem obecnéjsi souétové vzorce, nez jsou (8) resp. (11), a to jak co do indexu, tak

co do kombinace proménnych Besselovych funkei (viz napf. [1], kap. 11, [3], vztahy 8.53).

B.12 Rady Besselovych funkci

Piikladem fady Besselovych funkci je Maclaurinova fada B.11(2), tj. sama vytvorujici funkce. Specialni
volbou proménné t vsak dostaneme mnoho rtiznych fad, které jsou dtilezité v aplikacich. Napt. polozime-li
ve vytvorujici funkci

1 1
t = exp(£iy), tj. = exp(Fip), t — 1= +2isin @, (1)
vyplyva z B.11(2)
exp(£iz sin p) Z Jn () exp(£ing). (2)

Nahrazenim ¢ vyrazem ¢ + 7/2 dostaneme z rov. (2)

o0

exp(Liz cosp) = Z (£1)" I (x) exp(£ing). (3)

n=—oo

Vyuzitim rov. B.2(22) miZeme pfepsat rov. (2) a (3) do tvaru

exp(=iz sin ) )+2 Z Jon(2) cos(2ny) + 2i Z Jon—1(z) sin[(2n — 1)¢], (4)

n=1
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oo

exp(=iz cos p) Z 1) Jan () cos(2nyp) + 2i Z(—l)("_l)Jgn_l(a:) cos[(2n — 1)¢].  (5)

n=1

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti rovnic (4) a (5) dostavame

cos(zsingp) = )+2 Z Jan () cos(2ny), (6)
sin(zsing) = 2 Z Jon—1(z)sin[(2n — 1)¢], (7)
cos(xcosy) = Z )" Jon () cos(2nep), (8)
sin(zcosp) = 2 Z 1) T,y (x) cos[(2n — 1)¢]. (9)

Rady (2) az (9) se né¢kdy nazyvaji Jacobiovy rozvoje.
Specialni volbou proménné ¢ lze ziskat fadu zajimavych identit. Napf. pro ¢ = 0 vyplyva z (8)

cosx = Jo(x) +2 Z ) Jan (z (10)

sinx

(=) DTy 4 () (11)

M

n=1

a ze (4) nebo (6)

1= Jo(z) +2 i Jon (). (12)

Vyrazy na levych strandch rovnic (2) az (9) jsou periodickymi funkcemi proménné ¢ s periodou 27
a pravé strany téchto rovnic jsou Fourierovymi fadami téchto vyrazt. Toho vyuzijeme v néasledujicim
odst. B.13 k odvozeni integrélnich reprezentaci funkei J,, ().

V optice se s fadami typu (2) az (9) setkdvame napi. pfi popisu Fraunhoferovych difrakénich jevii na
stinitcich s m—cetnou symetrii kolem pdlu polarnich soutfadnic. Ilustruji to priklady 13.6 a 13.7 v kapitole
o Fourierové transformaci v polarnich soufadnicich. V teorii komunikaci jsou tyto fady uzitecné pii
analyze funkci charakterizujicich fazovou modulaci.

B.13 Integralni reprezentace funkci J,(z)

Vyjdeme z rovnice B.12(2) pro exp(—izsin ), ozna¢ime symbolem n’ séitaci index v fadé B.12(2) a
znésobime takto upravenou rovnici B.12(2) funkci exp(ing). Dostaneme

expli(ng — zsiny)] Z Jw () exp[(i(n — n')p)]. (1)

Vyrazy na obou strandch rovnice (1) jsou periodickymi funkcemi proménné ¢ s periodou 27. Integrujme
rovnici (1) podle proménné ¢ v intervalu (o, o 4+ 27), kde « je libovolné redlné ¢éislo. Vzhledem k tomu,
ze

o427
/ exp[i(n — n)¢] dp = 276, v, (2)

dostévame tak z rov. (1) integralni reprezentaci
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1

T or

a2
In(2) / expli(ng — zsin )] de. (3)

Této reprezentace a ji pfibuznych integralnich reprezentaci se ¢asto vyuziva pfi vypoctech difraké-
niho integralu. Uvedeme proto tyto pfibuzné integralni reprezentace, které vzniknou rtiznymi obménami
proménné . Predevsim lze (substituci ¢ — —¢) nahlédnout, ze vztah (3) 1ze zobecnit do tvaru

1
o

a+2m
In(x) / exp[£i(ny — zsingp)] de. (4)

Substitucemi ¢ — ¢ + 7 resp. ¢ — ¢ £ 7/2 dostaneme dalsi modifikace integralni reprezentace (4)

1\ a+2m
Jn(z) = % / exp[+i(ng + zsin )| de, (5)
resp.
i n a+2m
In(z) = % / exp[£i(ny F z cos )] de. (6)

Funkce J,(z) je redlna. Z rovnic (4) a (5) proto plyne

1 a+2m
Jn(z) = 7 cos(ny — xsin p) dep, (7)
(71)71 a+2m ]
Jn(z) = T cos(np + xsin ) de. (8)
™ [e3
Redlna ¢ast rovnice (1) ma tvar
cos(np — xsinp) = Z Jy () cos[(n —n')e]. ©))

Integrujeme-li rovnici (9) v intervalu ¢ € (0,7) a uvazime-li, ze

™
/ cos[(n—n')p] dp = 10y,
0
dostaneme integralni reprezentaci typu

1 s
In(z) = ;/0 cos(np — xsin ) de, (10)

jiz bychom mohli rovnéz obménovat. Nebudeme to délat.

Na zavér uvedeme, Ze existuji integralni reprezentace zde uvedeného typu i pro Besselovy funkce
neceloc¢iselného indexu, jsou v8ak komplikované (viz napt. [3], 8.411.13 a 8.411.14). V nésledujicim od-
stavci odvodime integralni reprezentaci jiného typu, kterd vSak plati i pro neceloc¢iselné hodnoty v indexu
Besselovych funkci.

B.14 Poissonova integralni reprezentace Besselovych funkci J,(z)

Dokazeme nyni, ze plati

Jy(x) = \/7% /_1(1 — )"V 2 exp(ixt) dt, >0, v > —1/2, (1)
.
J@) = — & /1(1 — )2 cos(at) dE, @ > 0, v > —1/2. @)
2v71y/mT(v +1/2) Jo

Za tim Gcelem upravime integral v rov. (1) a rozvineme cos(zt) v mocninnou fadu:
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I(z) = /1 (1 —t2)"~1/2 exp(ixt) dt = 2/01(1 — 12)v 712 cos(at) dt =

-1
k 2k 2 1/2 ,2k
— 22 /0(14)”*/15 dt.

Zavedeme substituci t? = u a budeme integral upravovat tak, abychom ho vyjadfili funkei beta (srov.
kapitolu o funkci gamma, vztah (22)):

r) — = (_1)kx2k W)Y k2 gy =
I(x) = kzzo @] /0(1 ) du =
_ = (—1)ka?r ! W)LY/ =1 (k41/2)-1 g, —
2 an) [ d
o (_1)k$2k
= 27(%)! Bv+1/2,k+1/2).

E
I
o

Funkei beta nyni vyjadiime prostfednictvim funkei gamma (B(z,y) = I'(x)I'(y)/T(z + y)) a vyuZijeme
vztahu I'(k + 1/2) = 6222;2) Tak dostaneme

& T+ 1/2T(k+1/2) 50 = (—DFT(w +1/2) V7 f2\2k
I@) Z 2k'Fu+k+1) =2 KT +k+1) (5) -

k=0 k=0

k T\ v+2k
VaT (u+1/2)() Zl<:'F<+1)k+1)(2)+ |

V posledni fadé pozndvame funkci J,(z). Tim jsou tvrzeni (1) a (2) dokazana.
Jednoduchy tvar mé Poissonovo vyjadfeni funkci Jo(z) a Ji(z):

_ 2 b cos(xt)
By = o o (3)

J1 (CU)

2% /1 V1 —1t2 cos(xt) dt. (4)
0

Poznamka o historii Airyho funkce funkce 20 (),

G. B. Airy studoval (1834) vlnovou funkci charakterizujici Fraunhoferovu difrakci na kruhovém otvoru

R . w x o , y o " 2J o,
jesté pred tlm nez se bézné pouzwa,lo Besselovych funk(:1 Neoznacoval ji symbolem % pouzivanym

vvvvvv

4 1
— / V1 —12 cos(at)dt
T Jo

(srov. (4)) a vyéislil ji integraci mocninného rozvoje integrandu; viz [11], [12], str. 321-323.
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