
Balistické kyvadlo

Zadání

1. Zm¥°te maximální výchylku balistického kyvadla po zachycení ocelové kuli£ky pro t°i moºné
p°edp¥tí katapultu.

2. Pomocí nam¥°ené maximální výchylky a parametr· kyvadla vypo£ítejte po£áte£ní rychlost ku-
li£ky v dle vztahu (5) a vyneste závislost v(ϕ) do grafu.

3. Srovnejte po£áte£ní rychlost kuli£ky získanou aproximací ze vztahu (5), exaktním °e²ením a
m¥°ením optickou pastí. Ur£ete faktor korekce fk mezi aproxima£ní a exaktní po£áte£ní rychlostí.

Teoretický rozbor

D°íve neº byla moºnost m¥°it £as elektronicky, pouºívalo se k ur£ení rychlosti st°el tzv. balistické
kyvadlo. Tato klasická metoda spo£ívá ve vyst°elení projektilu do zav¥²eného t¥lesa (kyvadla) setrvá-
vajícího v klidu ve své rovnováºné poloze. Uvaºujeme hmotnost kyvadla mnohem v¥t²í neº je hmotnost
samotného projektilu. Projektil uvízne v kyvadle a nadále se pohybují dohromady jako soustava mimo
p·vodní rovnováºnou polohu. Tento proces p°edstavuje nepruºnou sráºku, p°i které se zachovává hyb-
nost, ale m¥ní se energie soustavy. Celý proces ov²em m·ºeme rozd¥lit do dvou krok·: 1) dokonale
nepruºná sráºka projektilu s kyvadlem, p°i které se mechanická energie nezachovává a 2) následné vy-
stoupání kyvadla s projektilem do dané vý²ky, p°i n¥mº se uº mechanická energie zachovává. Jestliºe
tedy známe parametry kyvadla a maximální výchylku kyvadla s uvízlým projektilem, jsme schopni
odvodit po£áte£ní rychlost projektilu. Schema balistického kyvadla je na Obr. 1a.

Obr. 1: a) Schematické zobrazení balistického kyvadla p°ed sráºkou a v míst¥ nejv¥t²í výchylky ∆h a
b) de�nice speci�ckých rozm¥r· kyvadla rb a rm pot°ebných pro exaktní °e²ení úlohy.

Uvaºujme kyvadlo tvo°ené t¥lesem o hmotnosti M s uvízlým projektilem o hmotnosti m, které se
pohybuje jako hmotný bod v míst¥ spole£ného t¥ºi²t¥. Uvaºujeme-li v klidové poloze kyvadla nulovou
hladinu potenciální energie Ep, pak v nejvy²²ím bod¥ oscilace kyvadla platí

Ep = (m+M)g∆h, (1)

kde g je gravita£ní zrychlení a ∆h je vý²ka, na kterou se t¥ºi²t¥ dostalo v·£i po£áte£ní poloze. Se
vzr·stající vzdáleností r osy otá£ení a t¥ºi²t¥ (Obr. 1) m·ºeme p°epsat vztah (1) pomocí úhlu vychýlení
kyvadla ϕ jako

Ep = (m+M)gr(1− cosϕ). (2)
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Ze zákona zachování energie vyplývá rovnost potenciální energie kyvadla v nejvy²²ím bod¥ kmitu a
kinetické energie Ek kyvadla t¥sn¥ po sráºce. Platí

Ek =
1

2
(m+M)v2p, (3)

kde vp je rychlost kyvadla t¥sn¥ po sráºce s projektilem. V na²í soustav¥ kyvadla s projektilem víme,
ºe kyvadlo je p°ed sráºkou v klidu, tedy celková hybnost p°ed sráºkou náleºí projektilu. Pro hybnost
kyvadla po sráºce platí p = (m+M)vp a dosazením do rovnice (3) dostáváme:

Ek =
p2

2(m+M)
nebo p =

√
2(m+M)Ek. (4)

Ze zákona zachování hybnosti vyplývá rovnost celkové hybnosti soustavy p°ed sráºkou a po ní. Porov-
náme tedy hybnost projektilu p°ed sráºkou a hybnost vyjád°enou v rovnici (4). Díky platnosti zákona
zachování energie po sráºce m·ºeme za kinetickou energii v rovnici (4) dosadit potenciální energii z
rovnice (2). Pro po£áte£ní rychlost projektilu tedy platí:

v =
m+M

m

√
2gr(1− cosϕ). (5)

Ze zákona ²í°ení chyb ur£íme nejistotu rychlosti

∆v =
v

2

√(
2(m+ 1)∆M

m+M

)2

+

(
2M∆m

m(m+M)

)2

+

(
∆r

r

)2

+
(

∆ϕ cot
ϕ

2

)2
. (6)

Na Obr.3 je znázorn¥na závislost po£áte£ní rychlosti v na úhlu vychýlení kyvadla ϕ. Pro úhly 0◦ aº
90◦ se dá závislost povaºovat za p°ímku a m·ºeme °íci, ºe výchylka kyvadla je p°ímo úm¥rná rychlosti
projektilu.

Obr. 2: Teoreticky vypo£ítaná k°ivka po£áte£ní rychlosti projektilu u experimentu s balistickým kyva-
dlem. Jedná se pouze o ukázkovou k°ivku pro smy²lené hodnoty parametr· experimentální soustavy.

Exaktní °e²ení

�e²ení v minulé £ásti jsme odvodili pro pon¥kud zjednodu²ený systém, ve kterém jsme n¥které
jevy idealizovali. Rovnice (5) je velmi uºite£ná z praktického hlediska, ov²em je platná pouze jako
aproximace. Odvodíme tedy vztah pro p°esné, exaktní, ur£ení po£áte£ní rychlosti balistického kyvadla.
Pro za£átek zam¥níme vztah pro kinetickou energii v rovnici (2) za rovnici rota£ní energie fyzického
kyvadla:
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Ek =
1

2
Iω2, (7)

kde I je moment setrva£nosti kyvadla se zachyceným projektilem a ω je jeho uhlová rychlost. Dosadíme
moment hybnosti L = Iω a dostáváme

Ek =
L2

2I
nebo L =

√
2IEk. (8)

Tento moment hybnosti kyvadla musí být roven momentu hybnosti Lb kuli£ky t¥sn¥ p°ed sráºkou.
Pokud rb je vzdálenost kuli£ky od osy otá£ení kyvadla v p°esném míst¥ zachycení projektilu kyvadlem
(viz Obr.1b), platí

Lb = mr2bω = mrbv. (9)

Momenty hybnosti L a Lb se rovnají, tedy

v =
1

mrb

√
2I(m+M)gr(1− cosϕ). (10)

Moment setrva£nosti I fyzického kyvadla ur£íme pomocí periody kmitu T . Z °e²ení pohybové dife-
renciální rovnice fyzického kyvadla dostaneme vztah pro periodu kmitu, ze kterého úpravou získáme
vyjád°ení momentu setrva£nosti, platného pro na²e kyvadlo:

I =
(m+M)grT 2

4π2
. (11)

Dosazení do rovnice (10) dostáváme pro po£áte£ní rychlost projektilu

v =
m+M

m

(
r

rb

)(
gT

2π

)√
2(1− cosϕ). (12)

Odchylku rychlosti op¥t získáme ze zákona ²í°ení chyb
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2
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. (13)

Srovnáme velikost rychlosti vap získanou z rovnice (5) s p°esnou velikostí rychlosti vex vypo£ítanou
z rovnice (10). Tyto rychlosti spolu souvisejí vztahem vex = fkvap, kde fk je korek£ní faktor pro který,
po dosazení za rychlosti z daných rovnic, platí

fk =
T

2πrb

√
rg. (14)

Tento vztah se stane více ilustrativní, pokud dosadíme za periodu T vztah

T = 2π

√
rm
g
, (15)

kde rm je délka matematického kyvadla o period¥ T . (Pozn.: Odvozením tohoto vztahu jsme se zabývali
v úloze s reverzním kyvadlem.) Kombinací rovnic (14) a (15) dostáváme pro korek£ní faktor

fk =

√
rrm
rb

. (16)

Pro my²lenkový experiment, kde uvaºujeme projektil jako hmotný bod, který se srazí nepruºn¥ s
matematický kyvadlem setrvávajícím v klidu, kde si jsou t°i délky ve vztahu (16) rovny platí fk = 1.
Zm¥°ením r a rb vyuºitých u fyzického kyvadla a výpo£tem rm ze zm¥°ené periody kmitu T m·ºeme
ur£it korek£ní faktor fk ze vztahu (16) platný pro velikosti rychlostí získaných z rovnic (5) a (12).
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