Statistické vlastnosti radioaktivniho zarice

Zadani

1. Pro dva rtizné casové intervaly opakované zméite pocet detekovanych ¢astic z radioaktivniho zarice
2. Pro oba soubory hodnot stanovte bodovymi odhady stfedni hodnotu a disperzi.

3. Srovnejte apriorni a aposteriorni ¢etnosti jednotlivych hodnot kazdého souboru a rozhodnéte, zda
byl k sestaveni histogramil pouzit dostatecny pocet méreni, jak jej vyzaduje zakon velkych cisel.

Teoreticky rozbor:

V atomistice se setkdvame pfevazné s kolektivnimi jevy, tedy jevy, jichz se Gicastni vzdy velky pocet
jedinci. Jejich popis vyzaduje pouzivat statistickych zakont. Ukazeme zde pouziti statistiky na ptikladu
radioaktivniho rozpadu zafice. Budeme pracovat s radioaktivnim zaficem, tvofenym souborem N atomi
stejného radionuklidu, ktery ma polocas premény T a emituje pouze zafeni (3. Pri radioaktivni preméneé
(rozpadu) tohoto zafice se radionuklid pfeméni na stabilni radionuklid a béhem této premény je z jadra
emitovan elektron. Emitované elektrony jsou vysilany vSemi sméry rovnomeérné a ty které mifi smérem do
detekéni Geigerovy-Miillerovy (GM) trubice jsou zaznamenany detektorem. Kazdé g ¢astice pfi prichodu
GM-tubici vyvola jeden impuls preneseny v detektoru do paméti, kde se pri¢ita k predchozim. Po zastaveni
detektoru je na jeho ¢iselnici pocet zaznamenanych impulstt béhem métfené doby.

Kdybychom méfeni opakovali nékolikrat za sebou se stejnym ¢asovym intervalem At, ktery si zvolime
podstatné kratsi nez je polocas premeény zafice, mohlo by se zdat, ze namétfime stejné hodnoty. Detektor
pfesné zaznamenava vSechny prichody zareni GM-trubici a obsahuje velmi pfesnou ¢asomiru, kterou
muzeme predem nastavit pro dobu At zaznamu impulsi. Namérené vysledky se vSak budou lisit a cet-
nost naméfenych hodnot (to jest pravdépodobnost naméfeni urc¢itého poctu impulsi) vykazuje urcitou
zékonitost.

Pocéet AM atomt radionuklidu, které se radioaktivné pfeménily (rozpadly) v dobé At je nepochybné
pfimo tmérny této dobé a také pfimo tmeérny poctu atomui radionuklidu M. AM piedstavuje ubytek
poc¢tu atomi M a ma tedy zapornou hodnotu. Oznacime-li konstantu timérnosti A, plati rovnice

—AM = AMAt, (1)

kde A\ m4 nazev pfemé&nova konstanta s jednotkou [s~!] Nahradime-li kone¢né ptirtistky infinitezimalné
malymi, pfedchozi rovnice je diferencidlni rovnici a jeji matematické feseni je ve tvaru

M = Mye ™™, (2)

kde My je pocatecni pocet atomi radionuklidu a M je pocet atomui téhoz radionuklidd po dobé ¢. Uvedeny
vztah se nazyva preménovy zakon. Za dobu 7', zvanou polocas premény, klesne pocet atomu radionuklidu

na polovinu ptivodni hodnoty

1
5M0 = Moye . (3)

Preménovou konstantu A pak lze vyjadrit pomoci polocasu premény 1" jako

B In2

A= (4)

Jestlize polocas premény naseho radionuklidu je 30 rokt, je doba méfeni 30 minut zanedbatelné kratkou
dobou pro to, aby pocet radionuklidi béhem uvedenych 30 minut méfeni znatelné poklesl.



Pro¢ tedy neziskdme opakovanym méfenim stejné hodnoty AM béhem stejné doby At? ProtoZe ra-
dioaktivni pfeména nestabilnich jader atomt radionuklidu je ndhodny proces. Pro kazdé jadro atomu
radionuklidu je jistd pravdépodobnost p, Ze se béhem doby méfeni At radioaktivné pfeméni. Protoze
béhem polocasu premény T je tato pravdépodobnost p = 0,5, je pro podstatné mensi dobu At podstatné
mensi velikost pravdépodobnosti premény. Blizko jedné je pravdépodobnost g, ze se urcité jedno jadro
atomu radioaktivné nepfemeéni. Jadro se urcité behem nasi doby pfeméni nebo nepfemeéni, takze p+¢q = 1.

Poznamenejme jesté, ze pro nase méfeni neni pocatecni hodnotou cely pocet M, atomt radionuklidu, ale

Q
MO — EMCa (5)
kde €2 je prostorovy thel, pod kterym je z mista zaric¢e zasahovana Geigeova-Miillerova trubice v porovnani
k celému prostorovému thlu, jenz ma velikost 47. Jinak by trubice musela detekovat zafeni ve vSech

smérech.

Naméiené pocty impulsi budou mit pochopitelné rozlozeni celociselné, diskrétni. Abychom ziskali pred-
stavu o rozlozeni nahodilé veli¢iny, provedeme N pokusti. P¥i nich ziskdme postupné k navzajem raznych
hodnot 1, o, -, prislusné veli¢iny, které jsou, jak jsme fekli celodiselné. Reknéme, e hodnota x1
se vyskytne v sérii pokust pravé ni-krat. Podobné hodnota xo se vyskytne ng-krat atd. Pocty vyskyta
jednotlivych hodnot nahodilé veli¢iny nazyvame jejich ¢etnostmi. Pro ¢etnosti n; jednotlivych hodnot

musi samoziejmé platit
k
> ni=N. (6)
i=1

Z hodnot z; a n; vytvorime sloupcovy diagram, jak ukazuje obr.(1).
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Obr. 1: Histogram cetnosti namérenych hodnot

Sloupcovy diagram, ktery pfifazuje jednotlivym hodnotam nahodilé velic¢iny pocty jejich vyskyti, na-
zyvame histogramem daného rozlozeni. Kdyz cetnosti n; délime poctem vsSech pokustt N, dostavame
relativni ¢etnosti

n;
Yi = N (7)

Relativni ¢etnosti spliiuji podminku

Rikame, Ze relativni ¢etnosti jsou normovany k jedné. Pravdépodobnost vyskytu hodnoty z; v souboru
je definovana vztahem
1
pi = N (8)
Srovnanim této definice s (7) vidime, Ze relativni ¢etnosti jsou rovny pravdépodobnostem vyskytu pii-
slusnych hodnot nahodilé veli¢iny, tedy

p(zi) = yi . 9)



Pro rizné hodnoty veli¢iny z byvaji rizné i pravdépodobnosti jejich vyskytu. To znamend, Ze prav-
dépodobnost p vyskytu jednotlivych hodnot veli¢iny je funkci jejich velikosti. Funkce p(z;) se nazyva
frekvenc¢ni funkci daného rozlozeni. Frekvencéni funkce udava rozlozeni pravdépodobnosti uvnit¥ souboru.
Je charakteristikou kazdého souboru, odlisuje jej od vSech ostatnich a dava nejuplnéjsi informaci o ném.
Jestlize zname frekvenéni funkci souboru, miizeme stanovit pravdépodobny pocet vyskytt uréité hodnoty

v souboru. Pocet vyskytt hodnoty x; v souboru N pokusi by mél byt
n; = Np(z;). (10)
Vratme se v8ak k radioaktivnimu rozpadu. Ten mé néasledujici vlastnosti:

1. K rozpadu atomu miize dojit v libovolném casovém okamziku.
2. Pocet rozpadlych atomi je imérny délce zvoleného casového intervalu.

3. Ponévadz vzdy sledujeme jen urcity druh radioaktivni pfemény, nemtze dojit k rozpadu jednoho
atomu vicekrat nez jednou.

To jsou predpoklady, za nichz se vytvaii Poissonovo rozlozeni. Proto se radioaktivni rozpad latek tidi
Poissonovou statistikou. Podle ni se muze kazda celociselnd nezaporna hodnota x; nahodilé veli¢iny
objevit n;- krat. Frekvenéni funkce Poissonova rozlozeni je tvaru

N H —u
p(z;) = o e P (11)
Poissonovo rozlozeni je charakterizovano jedinou konstantou u. Nazyvame je proto rozlozenim jedno-
parametrickym. Frekven¢ni funkce p(z;) udava rozlozeni apriorni (teoretické, pfedem dané) pravdépo-
dobnosti. Odtud najdeme nejpravdépodobnéjsi pocty vyskytu veli¢iny z. Ty jsou, dosadime-li do (10)

frekvenéni funkei (11)
_ N
n; = N

e h. (12)

I kdyz frekvencni funkce dava tplnou informaci o statistickém souboru, pro praktické tucely volime jed-
nodussi charakteristiky souboru. Zpravidla jsou to stfedni hodnota a disperze souboru. Na definici obou
veli¢in se podili pravé frekvenéni funkce. U diskrétni nahodilé veli¢iny x je stFfedni hodnota E(x)
definovana vztahem

E(x) =) wp(w;) (13)
i=1

a disperze D(zx) vztahem
o

D(z) =Y [wi = E(x)]* p(x;). (14)
i=1
Pripomenme jesté, ze disperze zachycuje rozptyl hodnot souboru kolem stfedni hodnoty. U Poissonova
rozlozeni plati

E(x) = D(z).

Konstanta p, kterd vystupuje ve frekvenéni funkei (11), je soucasné stiedni hodnotou i disperzi souboru.

Pribéh frekvencéni funkce u Poissonova rozloZeni neni symetricky. Poissonovo rozlozeni je diskrétni.
Jestlize si jednotlivé hodnoty x; veli¢iny, ktera je vytvari, zndzornime na ose x, dostaneme posloupnost
stejné vzdalenych bodi, jak ukazuje obr. 2.

Na ose vyznacime i stfedni hodnotu p této veli¢iny. Kolem stfedni hodnoty vytvorime dva intervaly stejné
sitky 4, levy < p — 9;0 > a pravy < u; p+ 0 >. Kazdy z intervali pak obsahuje stejny pocet hodnot x;.
Kazdé hodnoté x; odpovida n; vyskyti, kde n; je ddno vzorcem (12). Vezméme dvé hodnoty symetricky

(P)

poloZzené vzhledem ke stfedni hodnoté xEL) v levém intervalu a z;” ’ v pravém intervalu. Vzhledem k

(P)

asymetrii Poissonova rozloZeni bude vzdy pocet vyskytii n,” ’ veli¢iny v pravém intervalu vétsi nez pocet
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Obr. 2: Poissonovo rozdéleni

(L)

vyskytd n,” v levém intervalu. KdyZ secteme pocet vyskytl vSech hodnot v levém intervalu, dojdeme k
¢islu Nj. Tentyz soucet v pravém intervalu dava cislo Ny. U Poissonova rozlozeni vzdy plati

N1 < NQ, (15)

opét vzhledem k jeho asymetrii. Pozadujeme-li naopak, aby bylo N7 = Na, musi mit intervaly, pfislusné
témto hodnotam, rizné sitky dr a dp. Se zvétsujici se stfedni hodnotou p se asymetrie Poissonova
rozloZeni zmensuje a d;; — dp. Celkovy pocet vyskytid v kazdém z intervalt je zavisly na velikosti
stfedni hodnoty a Sifce intervalu. S $itkou intervall poc¢ty vyskyti vzrustaji. Jestlize je stfedni hodnota
1 dostatecné velka, v praxi to byva jiz pti p > 60, pak mizeme pro dany pocet vyskyti klast oy, = dp.
Chceme-li utvorit kolem stiedni hodnoty p interval, ktery by obsahoval 95% ze vSech N pokusil, musel
by mit sitku AN, tedy interval < p — &; 1+ d > a pro jeho §ifku by platilo

AN =2VN. (16)

Chceme-li vSak stanovit stfedni hodnotu a disperzi souboru naméfenych hodnot, uzivame tzv. bodovych
odhadu. Bodové odhady vyjadiuji tyto hodnoty pomoci hodnot ¢lenii souboru. Jestli dosadime do (13)
z (8), stfedni hodnotu nahrazuje aritmeticky pramér hodnot souboru. Tedy

1 X
Blx)=7= Zx (17)
=1
Disperzi pak pocitame z kvadrata odchylek od aritmetického priméru. Odtud
(18)
Provedeni experimentu:

e Zvolime dva pevné ¢asové intervaly a pro kazdy z nich zmé¥ime, kolik rozpadi béhem néj probéhlo.
Tento pokus opakujeme, az ziskdme dostatecny pocet idaji, tj. asi 200 pro kazdy casovy interval.
7 namérenych hodnot sestrojime histogramy obou rozlozeni.

e Stanoveni zakladnich charakteristik souboru. Pro obé skupiny stanovime bodovymi odhady stfedni
hodnotu a disperzi podle vzorcu (17) a (18).

e Srovndni apriorni a aposteriorni pravdépodobnosti. Cetnosti, z nichz jsou sestaveny histogramy, se
opiraji o aposteriorni (experimentalni) pravdépodobnost (8), protoze byly zjistény z opakovanych
pokust. Do histogramti doplnime ¢etnosti, které vychazeji z apriorni pravdépodobnosti (12) za
predpokladu, ze dosadime y = 7.



